Devoir Surveillé n°2
Mercredi 02 Octobre 2024
3 heures

Exercice 1 — EML 2009

six=0
On note f: R— R I'application définie, pour tout X € IR, par : f (x) = { -1 ”

1 six=0
I. Etude d'une fonction
1. a) Montrer que f est continue sur R.
b) Justifier que f est de classe C* sur ]- oo; O[ et sur ]0;+ o[, et calculer f'(x) pour tout

X € ]- 00;0[ U ]0;+ oof. ,

c) Onadmet que x —e*+ 1 ~¢ - X? Montrer que f est dérivable en 0 déterminer f'(0).

2. a) Etudier les variations de I'application u : IR — R définie, pour tout x € IR, par :
uxX)=(1-x)e*-1

b) Montrer : V x € R, f'(x) <0.

c) Déterminer Jim f(x).

d) Déterminer XILnJ f(x) et interpréter graphiquement le résultat.

e) Dresser le tableau des variations de f.

f) Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

Partie Il — Etude d'une suite récurrente associee a la fonction f

On considere la suite (Un)n e N, définie par up = 1 et, pour tout n € IN, Un+1 = f(un).
1. Montrer que f admet un point fixe et un seul, noté o, que I'on calculera.

2.a) Etablir: Vx e [0;+ o [ ; ¥ —2x.eX—1>0

. . A l_w
b) Montrer : v x € ]0;+ oo [; £'(x) + 5 = 26— 1)?

c) Montrer : V X € [0; + oo, -%sf'(x) <0.
d) En déduire que V n € N, |un+1—oc| S%|Un—ot|.
3. Endéduire : V n € N, |un—a| g%|l—a|.

4. Conclure que la suite (un)n < N CONVErge vers a.

1 9In(10) - In(3) _
5. On admet que |1 - 0c| <3 et que In(2) ~ 28,31.

Déterminer un entier n tel que un est une valeur approchée de o a 10° prés.

6. Lasérie Y (un—a) est-elle convergente ?
n>0
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Exercice 2 - EML 2018
Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0;+ oof par :
V x € ]0;+ o[, f(X) =x—In(x).

Partie | : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en + oo.

2. Montrer que 1’équation f(x) = 2, d’inconnue x € ]0;+ oo[, admet exactement deux solutions,
que 'onnote a et b, telles que 0 <a<1<b.

3. Montrer : b € [2; 4]. On note In(2) ~ 0,7.

Partie II : Etude d’une suite et d’une série

Onpose:up=4etVne N, uws=In(un) + 2.

4. Montrer que la suite (Un)nein est bien définie et que I'on a : Vn € IN, u, € [b;+ oof.

5. Déterminer la monotonie de la suite (Un)nein. En déduire qu’elle converge et préciser sa
limite.

+ oo
6. En déduire que la série Y. (un— un+1) converge et déterminer la valeur de Y. (Un — Un+1) €N
n>0 n=0

fonction de b.

Partie 111 : Etude d'une deuxiéme suite

On pose vo =2 et Vn € IN, Vn+1 = Vn + In(vn)

On admet que V n € IN, v; existe et vp > 1.

7. a. Déterminer la ou les limite(s) réelle(s) possible(s) de (vn).
b. Déterminer la limite de (vn).
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Exercice 3 - EML 2024
Pour tout entier k e IN*, on considere la fonction fi définie sur IR par :
Vx e R, fi(X) = (x + 1)e
On note Ck la courbe de fx dans le plan muni d’un repere orthonorme.
1. a) Calculer les limites de la fonction fx en - « et en + oo.
b) Dresser le tableau de variation de fx en y faisant figurer les valeurs prises par fc en -1 et en
0.
2. a) Montrer que, pour tout k € IN*, I’équation fx(x) = k admet une unique solution dans R
notée Ux.
b) Déterminer explicitement us.

In(k)
K
En déduire que la suite (ux) converge et donner sa limite.
4. a) Soit k > 1 un entier, montrer que :
_In(k) In(uk +1)
Uk = K K .

3. Montrer que, pour tout entier k>1,0na: 0 < ux <

b) En déduire que ux ~ Mklg lorsque k tend vers + oo,

5. Quelle est la nature de la série > uk ?
k>1

Exercice 4 (Extrait HEC 2016)

Soita € ]0,1[. Pour tout t > 0, soit St la fonction définie sur ]- oo; 1] \ {0} par :
Si(r) = (at" + 1 —a)'"

(@) On pose Ht(r) = In(St(r)). Calculer la limite de Si(r) lorsque r tend vers 0.

(b) Pour tout couple (x, y) € (IR**)? fixé, on pose :

] . X
N, y)(r) =y.S:(r) et F(x,y)= r“_r>noN(X’ y(r), ouz= §

Montrer que pour tout (X, y) € (IR**)?, on a F(x, y) = x?'? (fonction de production de Cobb-
Douglas).
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