Concours blanc n°1 - Correction

Exercice 1

Partie | — Etude de la fonction f

1. f est continue sur ]0; + o[ comme différence et produit de fonctions continues.
EnoO: tIi_r)notzln(t) = 0 par croissances comparées, donc tIi_)mof(t) =0 =1(0).

Donc f est continue en 0. Donc f est continue sur [0; + oo].

Remarque : Attention, une composée est une fonction du type : t —— v(u(t)) (Ex : t — exp(- t¥2)). Ce n’est
pas le cas ici.

2.f est de classe C? sur ]0; + oo comme différence et produit de fonctions de classe C2 sur ]0; + oof.

BtV >0, f'(t) = 2t— (In(t) + 1) = 2t—In() — 1. F'(t)=2— 1 Ztt a-1
0 1/2 +oo | F'(1/2)=1-1In(1/2) - 1 =1In(2)
(1) — 0 +
(1) Le minimum de f ' sur JO; + oo est In(2) > 0. Donc f ' est strictement
/ positive sur ]0; + ool.
In(2) Sit>0, f(t) =t (1 — Intt) et Uﬂo In@® _ = 0 par croissances
comparées. Donc tlirpwf(t) =+ o,
t 0 + oo
f'@) |l +
f (t) / + 00
0
4. (a) tlimom%g2 t Oﬂl I|m t — In(t) = + o0. Donc f n'est pas dérivable en 0 et C admet en O
- - —>

une tangente verticale.

(b) f " s'annule en changeant de signe en = donc C admet un point d'inflexion de coordonnées : (l, f@D

avecf(z) % %I () 411 %In(Z) 0,25+ 0,35~ 0,6. (Rappel : on atrouvé : f(j In(2) ~ 0,7)

5. f est continue et strictement croissante sur [0; + oof, f(0) = 0 et tLIrP f(t) = + oo.

Comme 1 e [0; + oof, I'équation f(t) = 1 admet une unique solution sur [0; + oof.
De plus f(1) = 1, donc cette solution est 1.

Partie 11 ;: Etude d'une suite récurrente

6. On procéde par récurrence :
=5 donc Uo € B 1}.

_ sSupposons qu'a un rang N, Un € B l}. % n<1.
f est croissante sur B } donc f@) un) < f(1)
1 1 1 1
Or onavu que f(z) > 5 donc 5 5 < f(ﬁ SUn+1<1l  Upsr € [E’ 1}.
Donc Vn e IN, un € B 1}.
. 1 N1
7. Montrons par recurrence que : Vn €IN, Un+1>Un: _Uo = 5 etuy = f(ﬁ) 5 donc u1 > uo.

_ Supposons qu'a un certain rang N, Un+1 > Un.
f est croissante sur [O; + oo, donc f(un+1) = f(Un) Un+2 > Un+1.
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Donc Vn €IN, un+1 > Un. (Un) est croissante.

Ou: ¥n € IN, Un+1 — Un = Un? — UnIn(Un) — Un = Un(un — In(un) — 1).
Par concavité de la fonction In (en dessous de sa tangente en 0), on sait que Vv x >0, In(x) <x -1

donc In(un) <un—1  un—In(un) —1>0.

Comme un > 0, on a donc un+1 — Un > 0 donc (un) est croissante.

: . _ . 1
8. La suite (un) est croissante et majoree par 1, donc elle converge versun réel L e [E’ 1].

f est continue sur cet intervalle, donc d'apres le théoreme du point fixe, ona: f(L) =L
L = 0 est impossible car L > % doncf(L)=L < L2—LIn(L) =L

< LL-In(L)-1)=0< L =0 (impossible) ou L —In(L)-1=0.
Posons g la fonction définie sur ]0;1] par : g(t) =t — In(t). Alors g(L) = 1.

g est dérivable sur ]0; 1] et V't € ]0;1], g'(t) = 1 —% = % <0.
t 0 1
g'(®) -
00 | —
1

g(1) = 1. De plus g est continue et strictement décroissante sur ]0;1], donc I'équation g(x) = 1 n‘admet qu'une

seule solution. Doncg(L) =1 < L=1.

9. import numpy as np
n=0;u=1/2;
while 1-u>10**-4:
n=n+1;
u=u**2-u*np.log(u)
print(n) (On trouve N = 19994)

Exercice 2

1. a) f est dérivable sur JO; + oo et V x>0, f'(x) = 1 _2 -

lim In(x) = - etn>0donc lim fy(X) =+
x—>0 Xx—>0

In(X) =+ 0(X) donc f(X) ~+w X Xllrp fa(X) = +

X 0 n + o0

X—n — 0 +

X + +

fn'(X) — 0 +

fa(x) | + + o0
n —nin(n)

b) Sin>3In(n) > In(3) > 1 donc n(1 —In(n)) <0

donc lim un = 1.
n — +o0

X—N

X

fa(n) = n —nin(n) = n(1 — In(n))

Sur ]0;+ oof, fn est continue et strictement décroissante. De plus 0 € [n — nIn(n); + oo[. Donc d'apreés le
théoréme de la bijection, I'équation fn(x) = 0 admet une unique solution u, sur J0;n|.
De la méme maniere, I'équation admet une unique solution vy, sur l'intervalle ]n; + oof.

Donc 0 < un<n<vpn.

2.a)fa(1)=1-nIn(1)=1>0 fa(e)=e—nin(e)=e—-n<0carn>3 fy(un)=0
Donc fa(e) < fa(un) < fa(1). fy est décroissante sur JO;n], donc 1 <un<e.

b) fn+1(Un+1) =0 donc un+1 — (n + 1)|n(Un+1) =0

Un+1 = (N + 1)IN(Un+1)

Donc fn(Un+1) = Un+1 — NIN(Un+1) = (N + 1)In(Un+1) — NIN(Un+1) = IN(Un+1).
Un+1 > 1 donc In(un+1) > 0 donc fn(Un+1) > 0 < fr(Un+1) = Fn(Un).

fn etant décroissante sur ]0;n], un+1 < un donc (un) est décroissante.

c) (un) est décroissante et minorée par 1, donc (un) converge vers un réel L.
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u 1 un_e 1 e . 1 . e
Orin(un) ==" 1<un<edonc=<="<= donc=<In(un) <=. lim == lim ==0
n n~n-n n N no+ N no+en

Donc d'apres le théoréme des gendarmes, nlirpw In(un) = 0.
un = e Donc 1im un = =1
d) nlirpm un—1=0doncIn(l+ (Un—1))~+xuUn—1 (carIn(l + X) ~o X)

< In(un) ~+w Un—1 Donc un—1 ~+o In(un) .

Or In(un) = % et nling un = 1 donc In(un) ~ % doncun—1 ~+oo%

3.V nelN,vqa>n. limn=+ o0, donc par comparaison, Iin+1 Vh =+ o,
n n — +oo

—> +0

Exercice3 1.Etudeducasn=3

111
a) [1 1 1}
111
111y333
[l 1 1}(3 3 3] Donc (M + I3)?=3(M + I3)
111A333
b) M et I3 commutent donc M2 + 2Mls + 1:2=3M +3l3  M?—-M-2I3=0
M2 - M =2I3 %MZ —% M=Iz M G M —% |3) = I3 donc M est inversible et
111
M'1:%(M—|3):%[1 -1 1}
11 -1
X y+2z=2X -2X+y+z=0 -2X+y+z=0
c)SoitX:[y] MXZZXQ{X+Z:2)’C>{X—ZY+Z:O @{-3y+3z:0 L—L+2L:s
z X+y=2z X+y-2z=0 3y-3z=0 Lz« Li+2Ls
z
{yzz;rzz_oc{;;;Doncsz{[i}zGIR}

y+z=-X X
d)DemémeMX:-Xc{X+Z=-y<:>x+y+z:O©z:-x—y Donc §= {{ y J,(x,y)eRz}
X+y=-z X -y

2. Cas général a) Par récurrence sur k :

_(@nt=Jn n*y=1J donc la propriété est vraie au rang 1
_ supposons qu'a un rang k, (Jn)< = n1J,

Alors (3n0) " = (3n)In = nkLIndy = nkLJ,2

1 1 ...1

or 1 1 ...1

11 1 n n ..n
L ! non =nJy  donc (Jn)*** = n*InJy = K,

Donc V k> 1, (Jn)* = n*1J,
b) On voit que Mn =Jn—In = Jn + (-In)
c) Les matrices Js et (- In) commutent, donc d'aprés la formule du bindme de Newton,

(M) = (3 + (1) = Zkg (e = (E)an° '+ % (It ik
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- (D 3 () e
i=1
= (-1)KI, + (Zk: (:() N1k i}Jn = (-1)¥In + CiJn, avec cx = i (r) n-1)<
i=1 i=1

o= () neay =5 () ieori= L (ﬁ () nicayi- (S)nO(-l)k]
i=1 i=1 i=0

=5 (- D (D9 =1 (0~ D+ ()
c) Les coefficients diagonaux de (Mn)k sont donc égaux a :
it (D)= (0 - (DF+ (1)) =2 (0~ 1+ (- (D))

Les coefficients non diagonaux sont égaux a : ck = % ((n— )¢+ (-1)D).

Exercice 4
1. a) (Y =3) =R1n Rz Bz donc P(Y = 3) = P(R1)Pr1(R2)Pri~r2(Bs3) =

b) Vn e N*, (Y=n)=RinR2n ... "Rn1n Bn

Les évenements ne sont pas indépendants : P(Y= n) = P(R1)Pr1(R2)....Prin...AR(n-2)(Rn-1)P R1n...~R(n-1) (Bn)
Pri~...~R(-2)(Rn-1) : On a tiré n — 2 boules rouges, donc on a ajouté n — 2 rouges.

Iy alors n +1 boules en tout, dont n rouges

P Rrin..~r(m-1) (Bn) : On atiré n — 1 boules rouges, donc on a ajouté n — 1 rouges.

Iy alors n + 2 boules en tout, dont n + 1 rouges

1
T 10

OOIN
-l>|00
X
gl

3 n 1 2
P(Y=n)= 3X4>< h+1 n+2 (n+D(n+2)
c)P(Y =n) ~+ % donc n.P(Y =n) e 2 .Lasérie >, = 0 dlverge et les séries sont a termes positifs, donc la
n>1
série > n.P(Y =n) diverge. Donc Y n'admet pas d'espérance. Donc Y n'admet pas non plus de variance.
n>1
n
d) Pourn e IN,P(Y <n)= Y P(Y =
i=1
n=int(input('Donner la valeur de n :'))
s=0;
foriinrange(1,n+1):
s=s+2/((i + 1)*(i+2))
print(s)
2.a) Deméme Z(QQ) =IN*. Vn e N*, (Z=n)=B1n ... " Bn1 "Ry
P(Z=n)= —><g § n_zxn_lx 2 __ 4
3°475” n "n+l1 " n+2 nn+1)(n+2)

Sachant Bin...mBn2 il yan + 1 boules, n —1 bleues et 2 rouges
Sachant Bin...mBna:ilyan+2 boules n bleues et 2 rouges

4
b) Donc n.P(Z =n) ~+ el La serie Z -z converge, et les séries sont a termes positifs,
n>1
donc la série Y n.P(Z = n) converge absolument. Donc Z admet une espérance.
n>1
4
Par contre, n2.P(Z = n) ~+ . —. La série Z 0 diverge, et les séries sont a termes positifs,
n>1

donc la série Y. n?.P(Z = n) diverge. Donc Z n'admet pas de variance.
n>1
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Exercice 5
Partie |
1. a) Considérons X comme le rang du premier succes lors d’épreuves indépendantes.

Alors V k € IN, Rx(K) = P(X > k) = P("Les k premiers essais sont des échecs") = P( 'Sy M...n Sk ) = (1 — p)¥

Rx(k) _ (1-p) _
"Ru(k—-1) (1-p)1~

b) V k € IN* =1-p. (p#ldoncRx(k—1)=0)

2.2) ¥ k e N*, P(X = k) = P(X > k) — P(X > k) = P(X > k — 1) — P(X > k) = Rx(k — 1) — Rx(K).

b) Si X et Y suivent la méme loi, alors

V k € N, Ry(k) =P(Y > k) = 4iOP(Y =i)= JrZwP(X: i) = P(X > k) = Rx(Kk)
i=k+1 i=k+1
Inversement, si V k € IN, Ry(k) = Rx(k)

Alors V k € N*, P(Y =k) = Ry(k— 1) = Ry(k) = Rx(k— 1) = Rx(k) = P(X =k) (k—1 € Ncark € IN*)

Donc Y suit la méme loi que X.
Donc Y et X suivent la méme loi si et seulement si V k € IN, Ry(k) = Rx(k)

Partie 11

3.2)vneN b _amh+1l)—b_an+a-b

a
'l (n+D)!T (n+1)! T (n+1)!

n 1 1

(n+1)!' n (n+1)!

e o Ja=1 a=1
Parldentlflcatlon.{a_b_o<:>{b_1 donc V n e IN*,

N
b) Soit N € IN*. On pose Sy = Z T+ 1)| =3 (l_ﬁ) =1- N -1+ i (par somme télescopique)
n=

|
1 n!
+ oo

est convergente et
g §An+n!

Donc I|m Sn = 1. Donc la série Z =1.

n
,(n+ 1)t

48 T+IPX=n)= ¥ (+1) gy = z(n ;= 2 @eci=n-1= ¥ ;1

i>20

nx1 nx1 i>0

On reconnait la série exponentielle qui converge absolument.

1

Donc d’aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire X + 1 admet une espérance et E(X + 1) =e! =e.

X =(X+1)-1donc X admet une espérance et E(X) = E(X+1)-1=e - 1.
b) De méme,

n n—1 0 .
El(n+1)(n—1)P(X:n)=n§l(n+1)(n 2 (n+1)1° Z (- oo’ n%z(n—l)!
Z(n )1 Zi%(aveci:n_z)
n>?2 ol

Donc d’apres le théoréeme de transfert, la variable aléatoire (X + 1)(X — 1) admet une espérance et

E((X + 1)(X-1)) =e.

Or X? = (X?—1) + 1 donc X? admet une espérance et E(X?) =E(X?-1)+1=e+ 1.
Donc d’apres la formule de Huygens, X admet une variance et
VIX)=EX?)—E(X)’=e+1-(e—1)=e+1-(e°—2e+1)=3e—e’=¢e(3—¢)

Partie 111
5.V k € IN*, Rx(k) = P(X > k) =P("L'appareil fonctionne encore aprés k années")
= P("L'appareil fonctionne apres (k — 1) année et elle ne tombe pas en panne I'année k™)

=P((X>k-1)nPx)) avec Px: l'appareil tombe en panne I'année k
=P(X >k —1)Pix>k_1( Pk ) = Rx(k—1).(1 — ax) d'aprés I'énonc.
6. Par récurrence sur K :
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_pour k=1:Rx(1) =P(X >1) = P("l'appareil fonctionne a la fin de la premiéere année) =1 — a1
ﬁ (1-0ai)=(1-01) donc lapropriété est vraie pour k =1

i=1 .

_supposons qu'a un rang k, Rx(k) = [T (1 — o).

Alors Rx(k + 1) = IEx(k).(l - Olk+1) (E';prés la question précédente)

k+1
=[] -oi).(1-oke1)= ] (- oui)
i=1 i=1
k

Donc pour tout entier naturel k non nul : Rx(k) =[] (1 — o).
i=1

(On peut aussi remarquer que (X > k) = Pin...n P_k)

k— k
7.Donc V k > 1, P(X = k) = Rx(k — 1) — Rx(K) = Hl(l o) -1 @ - o)
i=1 i=1

k-1 k-1 k-1 k-1

= 1] (1—0Li)—(H (1—0Li)j(1—(1k) = {H (1—Oti)J(1—(l - oK) = (H(l—ou)j.ock
i=1 i=1 i=1 i=1

8.a) Si V k € IN*, ax = p, alors d'aprés la formule précédente,

v k e N*, P(X = K) = [kHl(l - p)Jp: (1-p)<'p. Donc X — ¢(p)
i=1

b) Si V k € IN*, o = K _Ii T alors d'aprés la formule précédente,
k-1 : k-1 : k-1
« i o k _ i+1)—-i) k _ K
VKeIN,P(X—k)—Li]:{(l i+1)j.k+1—(i]:_[l 11 k+l- ilz_[l—i+l'k+l
1 k Kk

"o KK+l k+ 1) On retrouve la loi de la question 4.
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