Concours blanc n°2 - Correction

Exercice 1
1. a) Soit g la fonction définie sur [0; + oo par: V t>0, g(t) = exp(\ﬁ).
g est continue sur [0;+ oo[, donc elle admet une primitive G.

Donc ¥ x > n, fn(x) = X exp(/Hdt = [G()]s = G(x) - G(n).

Sur [n; + o[, g est continue donc G est de classe C*, donc f, aussi.

De plus, V x> n, fi'(x) = G'(x) = g(x) = exp(\/;) > 0. Donc f, est croissante sur [n; + ool.
b) Soitx e [n;+oo[. ¥Vt e [nx], t=n A[t=/n exp(\/t) > exp(/n).

Donc d'aprés I'inégalité de la moyenne (les bornes sont dans le bon sens),
Jorexp(ytydt > exp(n)(x—n)  fa(x) = exp(/n)(x ~1).
Xllrpw exp(\/ﬁ)(x —n) =+ oo, donc par comparaison xIinjwfn(x) =+ oo,

c) f est continue et strictement croissante sur [n; + oof.
De plus fa(n) =0 et Xlirg fa(X) = + . 1 € [0; + oof donc d'apreés le théoréme de la bijection, I'équation fa(x) =

1 admet une unique solution uy sur [n; + oof.
2.8) Vne N,un=n  lim n =+ oo donc par comparaison lim un = + oo
n— +oo

n — 4w

b)Vte[nuy n<t<us, doncexp(/n) <exp(/t) < exp(/un)
Donc par inégalité de la moyenne, (un — n)exp(\/ﬁ) < fn“” exp(\ﬁ)dt < exp(\/u_n)(un —-n)

(un — n)exp(y/n) < 1 < exp(Jun)(un — n)
De la premiére inégalité, on obtient : u, — n < exp(- \/ﬁ).
De la deuxiéme : exp(-\/un) < Un—n donc exp(- \/un) < Un—n < exp(- \/n).
3. a) Pour que u, —n < 107, il suffit que exp(- \/ﬁ) < 10* D'ol le programme suivant :
n=0
while np.exp(-np.sqrt(n))>1E-4:
n=n+1
print(n)  (On trouve n = 85)
b) exp(- \/n) £ 10% < -\/n < In(10%) < -~/n <-4In(10) < +/n > 4In(10) < n > 16(In(10))?
In(10) ~ 2,3 donc (In(10))®> ~ 5,29 ~ 5,3  16(In(10))? ~ 16x5,3 ~ 84,8. Donc on trouve n = 85.
4.a) Vn € IN, 0 <vp<exp(- \/ﬁ). nllrgoo exp(- \/ﬁ) = 0 donc par encadrement, nllrﬂo\’” =0.

b) Posons f la fonction définie sur [-1; + oof par : f(X) =1 +x -1 - g

f est dérivable saufen -1 et V x > -1, f'(x) = 1 1 = b@
2[1+x 2 2[1+x

Or,l—\1+x20<:>\/1+x£1<:>1+x£1<:>x30.Donc:

X -1 0 + o0

f' ) | f(0) = 0 donc le maximum de f est 0.

+ 0 -
e 1 70— | Doncvx>-1,f9<0 T+x<1+3

On peut également : _ montrer que la fonction h(x) = /1 + x est concave sur ]-1 ;+oo[ et en déduire que la
courbe est en-dessous de sa tangente en 0
X

2 - . . .
2) et utiliser la croissance de la fonction racine sur [0 ; + oo (en

_montrerquer>-11+xg(l+

précisant que 1 + g >0
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C) \/u_ =N+ vy = \/ﬁ 1+ % < \/ﬁ (1 + %j d'apreés la question (b) avec x = %
Vn Vn Vn
G donc-\/u_nz-\/_—z\/ﬁ exp(-\/u_n)Zexp(-\/ﬁ—z\/ﬁ)

exp(-fir) 2 exp(- \m)erp(- L)
d) D'apres les questions 2 (b) et 4 (c),on a: exp( \/ﬁ)exp( \/ﬁ) <Vn< exp( \/_)

exp(- %) > 0 donc exp(— 2%) < oxp(- \/ﬁ) <

Vn - V|"|
limva=0donc lim-—==0donc lim exp/-—=|=1.
! ’\/Fl n— to p( 2’\/?])

n— +oo n—>oc2

Donc par encadrement, I|m =1 donc vn ~+ EXP \/ﬁ
> exp(- \f ) ” (D)

Exercice 2 Partie A:

1.Vt>0,p'(t) =-k(f(t) — g(t)) = - k(-a + b.p(t) — (c — d.p(t)) = ka — kb.p(t) + kc — kd.p(t)
Donc p'(t) + k(d + b)p(t) = k(a + c¢). Donc p est solution de I'équation y' + k(d +b)y = k(a + c).
2. ll'y a une trajectoire d'équilibre quand il y a une solution constante.

atc

b+d

Les solutions de I'équation homogene sont : y(t) = A.exp (- k(d + b)t), 2 € R

y'=0donc k(d +b)y=k(a+c) commek=0etb+d=0,y=

a+c
R (-k(d+b)t),r e R

Donc I'ensemble des solutions est : y(t) =

a+c
3.p(0) = po<:>b d+k Po<> A =po— berdoncp(t) b+ d (po b+OI)exp(k(d+b)t)

k(d +b) >0 donc lim exp (-kd+b)t)=0 lim p(t) = —d La limite ne dépend pas de po.

Partie B : 1. a) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2.

Solutions de I'équation homogéne y" + 3y' +2y =0 :

L'équation caractéristique est: r>+3r+2=0 (r+ 1)(r+2) =0 (car -1 est racine évidente)

Les racines sont -1 et -2.

Donc les solutions de I'équation homogéne sont les fonctions : y(t) = Ae + pe?, avec (A, p) € R?

2
b) lim-t= Iim-2t:0eteX:ol+X+—X +0(X?)
t—>0 t—>0 2

Donc y(t) = A (1 —t+ %ﬁ + o((-t)2)) + u(l —2t+ %ﬁ + o((-2t)2)) L+p+(-h-2u)t+ (X + 2th2 + 0(t?)

2.y est de classe C? sur R comme produit de fonctions de classe C%, etV t € R,

y'(t) = ae' + (at + b)e' = (at + a + b)e y"(t) = ae' + (at + a + b)e' = (at + 2a + b)e!

Donc y"(t) + 3y'(t) + 2y(t) = (at + 2a + b + 3(at + a + b) + 2(at + b))e' = (6at + 5a + 6b)e
1 1

6a=2 a=3 a=3

Donc y(t) est solution de (E) ssi { Ea+6h=-1 5 g 4 doncy()= (3 gj t

6a —-1—3 b=- 18-"

9
Les solutions de I'équation générale sont les fonctions : y(t) = e + pe? + (—t )e avec (A, p) € R?

3.0naalors: Vte R,y (t)=-1et—2ue? + %e‘ + (%t - g)e‘ =-et—2ue? + %t —é)et
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4 13 13
yo=1 J**H g1 Atus=g JAtrsy A=3
{y'(O):o‘:’ 1_.< 1< _14 )=
-x—zu—g-o -k-2p—§ -p—§L2<—L1+L2 9
14 1 1 1 4
—pt 22t [ LAt [ At
Donc y(t) = 3e™ - 9t +(3t g)e +(3t g)e

Exercice 3

1.8) V x € [0; + oo, X > 0 et exp(- x3/2) > 0 donc f(x) > 0 et f est nulle sur ]- «;0[, donc f est positive sur R.
f est continue sur ]- «;0[ (fonction nulle) et sur ]0; + oo (produit de fonctions continues), donc f est continue
sur IR sauf peut-étre en 0.

f est a support sur [0; + oo[. Soit T>0. [T f(x)dx = f T x.exp(-x%2)dx = [- exp(-x%/2)]; = - exp(-T%/2) + 1

Tlirgwl —exp(-T?/2) = 1 donc f"oow f(x)dx converge et vaut 1. Donc f est une densité de probabilite.

1
b) [** —= x%exp(-x4/2)dx = 1
) S o Xexp(X12)

0

f0+ * x.f(x)dx = \/% donc X admet une espérance et E(X) = \/%
2.V x e R, Fx(x)= [* f(t)dt _six<0,Fx(x)= [* 0dt=0
_six>0,Fx(x) = [0 0dt+ fXtexp(-t4/2)dt = 1 - exp(-x*/2) (d'aprés qu.1)

La fonction étant paire, 2 f* \/% X2exp(-x¥2)dx =1 [*= x%exp(-x¥2)dx = l@
T

0six<0
Px(x) = { 1—exp(-x2/2) si x>0
3.V X e R, Fz(x) =P(Z <x) = P(X? < X)
_six<0:X?<xn'pas de solution donc Fz(x) =0

six >0, Fz(X) = P(- \/x < X £1/X) = Fx(\/X) — Fx(- \/X)
Or \/;< >0et- \/;< <0donc Fz(x) =1 —exp(- \/;<2/2) —0=1-exp(-x). Fz(x) = { gil é(x;(?x) Six>0

4)a) VX e R, Ga(X) = Fva(x) =P(Y2<x) = P(% < xj = P(X < x\[2) (car\[2 > 0) = Fx(x\/2)

x\[2>0 e x>0doncsix<0,Gz(x) =0 six>0,Ga(x) =1 —exp(- (x\/2)°/2) = 1 - exp(- X3).
1-exp(-x?) six>0
0six<0
b) On voit que G2 est continue et de classe C* sur ]- oo ;0[ et ]0 ; +oo[ comme fonction nulle et différence de
fonctions de classe C*.
Deplus: lim0=0¢et lim 1 —exp(-x?) = 0 donc G; est continue en 0.

x—>0 Xx—>0

Donc Ga(x) = {

G est continue sur R et de classe C* sur IR sauf peut-étre en 0, donc Y est une variable & densité.

2x.exp(-x?) six >0 » 2x.exp(-x?) six > 0
G2’'(x) = { 0'si Xp<( 0 ) donc une densité de Yz est : f2(x) = { 0si XIO<( 0 )

5.a) VX € R, P(M2>x) =P((X1>X)n(X2 > X)) = P(X1>Xx) x P(X2>Xx) (par indépendance)
=P(X>x)? (méme loi) = (1 - Fx(x))?

Donc V x € R, Fm2(X) =1— P(M2>x) =1 — (1 — Fx(x))? Six<0 Fwe(X)=1-(1-0)°=0

Six>0, Fma(x) =1 - (1 — (1 — exp(-x%/2)))? = 1 — exp(-x*/2)? = 1 — exp(- X*/2)

Donc V X € IR, Fm2(X) = Fy2(x) M2 suit la méme loi que Yo.
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Exercice 4
1) L est symétrique donc diagonalisable. 2)
def vpL(lambd):
L=np.array([[2,-1,0,-1,0],[-1,2,-1,0,0],[0,-1,2,-1,0],[-1,0,-1,3,-11,[0,0,0,-1,1]])
r=al.matrix_rank(L-lambd*np.eye(5,5))
if r<5:
return True
else:
return False

3)a. X e Ms1(R) donc "X € 15(R).
L e ms(IR) donc 'X.L e 915(R) donc ™X.L.X e 94(R), c'est-a-dire appartient a IR.

2 -1 0 -1 0\/a 2a—b—d
-1 2-100¢{Db -at+2b-c

b.XLX=(abcde)0-12-101|c|=(abcde) -b+2c-d
-10-13-1]|d -a—c+3d-e
0 00 -11 e -d+e

za(2a-b-d)+b(-a+2b-c)+c(-b+2c—-d)+d(-a-—c+3d—¢e)+e(-d +e)
=2a? —ab —ad —ab + 2b? —bc — bc + 2¢? — cd — ad — cd + 3d? — de — de + €2
= 2a% + 2b? + 2¢? + 3d? + e2 — 2ab + 2ad — 2bc — 2¢cs — 2de

Or(a—b)2+ (b—-c)?+ (c—d)>+ (d—a)® + (e — d)?

=a%—2ab + b?+b?—2bc + ¢? + ¢ — 2cd + d? + d? — 2ad + a2 + €2 — 2de + d?
= 2a% + 2b? + 2¢? + 3d? + e2 — 2ab + 2ad — 2bc — 2¢cs — 2de

Donc 'X.L.X = (a—b)?+ (b—c)? + (c— d)?+ (d — a)? + (e — d)?

b. Si X est un vecteur propre de L associé a la valeur propre A, LX = AX

a
b

Donc 'X.L.X =t XAX=AX.X =a(a b c d e)| ¢ [=A(@@+b?+c?+d?+ed)
d

e

On voit que a2 + b? + ¢ + d? + 2 > 0. Comme X est un vecteur propre, X est non nul, donc une de ses

coordonnées au moins est non nulle. Donc a2 + b + ¢ + d? + e2 > 0.

2 = @—b)’+(b-c)*+(c—d)y’+(d—a)*+ (e —d)’
a2+b’+c?+d?+¢e?

Donc donc A > 0, comme quotient de nombres positifs.

Donc toutes les valeurs propres de L sont positives ou nulles.
2 -1 0 -1 0\/1 0

-1 2-100 1 0
dLUu={ 0 -1 2 -1 0 ||1]|=|0 ]| LU=0UetU estnon nul, donc 0 est valeur propre de L.
-1 0-13-1{71 0

0 00-11/\1 0
Comme les valeurs propres sont positives et classées dans l'ordre croissant, A1 = 0.

4)a) Si LX =0 alors ' .LX = 0 donc avec les notations précédentes,
(@a—b)>+(b-c)?+(c—d)?+(d-a)3+(e-d)?=0
Or une somme de nombres positifs est nulle si et seulement tous les coefficients non nuls.
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(a—b)?>=0 a—-b=0 a=b b
(b-c)?>=0 b—c=0 c=b b
Doncy (c—d)?=0 <4 c-d=0«19 d=b donc X=| b | =bU donc X e Vect(U)
(d—a)?=0 d—a=0 0=0 b
(e—d)?=0 e—d=0 e=b b

Inversement, si X € Vect(U), il ex
Donc LX =0 < X € Vect(U)

b. X € Eo(L) & LX =0 < X e Vect(U) donc Eo(M) = Vect(U) . Donc Eo(L) est de dimension 1.
Donc les autres valeurs propres sont strictement positives.

iste un réel o tel que X = aU donc LX = L(aU) = a(LU) = a0 = 0.

Exercice 5

1) a. A est une matrice triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

Donc, si a = b, A admet une seule valeur propre : a

b. Supposons que A soit diagonalisable : il existe alors une matrice P inversible telle que A = PDP, avec

ao
D= (0 a) =alz. Donc A = P(al2)P= aPIP! =als.

Or A # aly, donc A n'est pas diagonalisable.
2. a. De la méme maniere, A a pour valeurs propres a et b, qui sont maintenant distincts.

0. A0)=(0 oMo)=(0)=do) Al a)=(5 6o a)=lu6 o )=tln"a)

1 1
De plus, les deux vecteurs (O) et (b B aj sont non nuls, donc ce sont des vecteurs propres de A.

c. Comme les deux vecteurs propres sont associes a des valeurs propres distinctes, ils forment une famille
libre. (Ou b —a = 0 donc vecteurs non colinéaires)
De plus dim(a,1(R)) = 2, donc ils forment une base.

. . 1 1
Si on note ( la base canonique, P = P¢g = (0 b_a )

d. AP = (8 b(bb— a)) donc on voit qu’en posant D = (g gj onaAP =PD.

En multipliant & droite par P, on a donc : A = PDP™,
A est semblable & une matrice diagonale, donc elle est diagonalisable.

1 1 . i
Ou : Les deux vecteurs (0) et (b B a) forment une base de vecteurs propres, donc A est diagonalisable. De

0
plus, d'aprés la formule de changement de base, A = PDP?, avec D = (8 b)'
En multipliant a droite par P, on obtient : AP = PD
a(X=Y)= U;:Di ((X =n)n(Y= n)) donc incompatibilité et indépendance,

P(X=Y)= :izP(X =n)P(Y =n) = %G)n l%@)n 1; };f( )n ! =2 Ejo( )nl (avecn'=n-1)
11 1 4.1
‘le%‘Zx§‘§

4. a) D'apres les questions 1. et 2., A(X, Y) est diagonalisable si et seulement si X = Y.

Donc P(A(X, Y) diagonalisable) = P(X = Y) = %
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Exercice 6
1. 1l y a N boules au départ. A chaque étape, il reste M boules, dont 1 noire. Dont la probabilité de tirer une
noire est 1/M.
La boucle while s'arréte quand on a tiré une noire. x correspond au nombre de tirages effectués.
N =int(input ( ' Donner un entier naturel non nul ')) ;
x=1;
M =N; #N boules au départ dans l'urne
while rd.random()>1/M: #1 boule noire, M boules en tout
x=x+1
M =M-1 #tirages sans remise
print(x)

2.(X=1)=Nzydonc P(X=1) :% (X=2)=B1n N2 doncP(X =2)=P(B1)Ps1(N2) = N-1 L

N-1 N-2 1 1

N “N-1°N-2"N
3. X(Q) = {1, ..., N} (car les tirages sont sans remise).
Vke{l,....,N}, X=k)=B1n ... N Bk1n Nk donc
Au tirage n°k — 1 : on déjatirée N — (k—2) = N — k + 2 boules.
Il reste 1 noire et N — k + 1 blanches.
Au tirage n°k : on atiré N — k + 1 boules.

N 1 N-2 2 N-k+1 1 1

P(X=k) = N1 "N ka2 *N_K+1-N Donc X — U([[1;N]D).

(X=3)=Bi1nB2n Nz donc P(X=3) =

+ +1 . . .
5. Donc E(X) = N—. Il faut en moyenne N+ 1 tirages pour obtenir la boule noire.

2 2

I1. Une deuxiéme expérience aléatoire

1. Pour obtenir au moins une boule noire et au moins une boule blanche, il faut tirer au moins deux boules :
T(Q)=1{2,3,...}= IN\{0, 1}.

2.Vk =2, (T =Kk) = (Bin...mBkanNk) U (N1in...nNk1nBk)  (incompatibles)

Donc, par indépendance des tirages, P(T = k) = (1 —l) X ... (1 —l) 1 + 1 X ... X 1 X (1 —l)

N
N—1\11  (1\IN-1
P(T= k) = ( ) N+(ﬁ) N

N-—1\k11l (1\IN-1 N-—1 k-1
s zieer=0= k(N 5 (0 ) s )R 2
k>2 k>2 N NN N ks2 v N k>2
-1< N-1 <let-1< % < 1 donc les séries convergent absolument.
1% N—1\1 N—172 (1\k1
Donc T admet une espérance et E(T) = NZ k( N ) * N Ezk(N)
1 1 N-1/ 1 10 N-1( N? )
_N[(l_Nl)21]+ N ((1_;)21]‘N(N D+ 7R ((Nl)zl
N N
1, N N-1_ N 1
N-NtNCT N NN NtR T

4. (a) [U = 1]n[T=2] = "on tire deux boules : une blanche, une noire" = (B1~ N2)U(N1 m B»)

Par indépendance, P([U = 1]~[T= 2])'_N L ,iﬁi] NN1 2(NN21)

(b) Yk > 3, [U = 1]n[T=K] : on ne tire qu'une blanche, donc k — 1 noires avec k — 1 > 2.
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Donc la blanche est tirée en dernier : [U = 1]n[T=k] = N1 n ... N Nk m Bk
1\IN-1

par indépendance, P([U = 1]n[T=k]) = (ﬁ) N

5.S1j>2, [U=]j]n[T =j+1] : on tire j blanches avec j > 2, donc on termine par une noire.
N-1\1

[U =j][T =j+1] = B1 n...nBj N Nji1 donc P([U =j]N[T =j+1]) = (T) ~

(b) Sij>2etk=]j+1, I'tvénement [U = j]Jn[T = K] est impossible, donc P([U = j]N[T = k]) = 0.
6.P(U=2)(T=2)=0 OrP((T=2)=0etP(U=2])=0

Donc P((U =2)\(T = 2)) = P(U = 2)P(T = 2). Donc U et T ne sont pas indépendantes.

7. U(Q) = IN*. D'apres la formule des probabilités totales avec (T = k)x> 2> comme systeme complet d'événements,

PU=1)= 2 P([U=1N[T=K]) =P([U=1]n [T =2]) + X P([U = 1][T = K])

k=2 k=3
_2(N-1) +°°(l)k-1N—1_2(N—1) +°°(l)k'+2k-lN—1 L e
=T +|§3N N - N +k'Z=:ON —~  (k=k-3eok=k+3)

C2N-1) N1+°°(l)k'_2(N1) N-1 1 _2(N-1) N-1 N _2(N-1). 1 _2N-1
R AUy N T N N P S T A N
N

Vj22[U=j]=Bi...0B A N doncP([U:j]):(%)%.
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