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Chapitre 1 – Comparaisons – Correction exercices niveau 2 

 

Exercice 1 

a) n  1, n + 1 – n = 
( )n + 1

2

 - ( )n
2

n + 1 + n
 = 

n + 1 – n

n + 1 + n
 = 

1

n + 1 + n
 

n + 1  n donc n + 1 + n  2 n  donc 
2

n + 1 + n
  

1

n
 

De même 2 n + 1   n + 1 + n donc 
1

n + 1
  

2

n + 1 + n
. 

Ou : posons f(x) = 2 x. f est dérivable sur [n;n + 1] et  x  [n; n + 1], f '(x) = 
1

x
. 

 x  [n, n + 1], n  x  n + 1    n  x  n + 1    
1

n + 1
  f '(x)  

1

n
. 

Donc d'après l'inégalité des accroissements finis, 
1

n + 1
(n + 1 – n)  f(n + 1) – f(n)   

1

n
 (n + 1 – n) 

1

n + 1
  2 n + 1 – 2 n   

1

n
 . 

b) Soit n  1.  k  {1, …, n}, k + 1 – k  
1

2 k
  k – k – 1  

Donc 
k=1

n

 ( )k + 1 – k   
k=1

n

 
1

2 k
  

(Sommes télescopiques) n + 1 – 1  
Sn

2
  n    2( )n + 1 – 1   Sn    (*) 

lim
n → +

 2( )n + 1 – 1  = +  donc par comparaison, lim
n → +

Sn=  + . 

c) D'après (*) : 2 n – 2  2 n + 1 – 2   Sn. Donc -2   un.  

De plus n  1, un+1 – un = Sn+1 – Sn – 2 n+1 + 2 n = 
1

n + 1
 – 2( n + 1 – n)  0 

Donc (un) est décroissante et minorée par -2 donc elle converge vers un réel L. 

d) Sn = 2 n + un   or lim
n → +

2 n = +  et lim
n → +

un = L  IR donc un =+  o(2 n). 

Donc Sn ~+  2 n. 

 

Exercice 2 n  k, ( )n
k  = 

n!

 (n – k)!k!
 = 

n(n – 1)…(n – k + 1)

 k!
 

n – 1 ~+  n, …, n – k + 1 ~+  n   (k est fixé). Donc  ( )n
k  ~+  

n  …  n

k! 
 = 

nk

k!
. 

  

Exercice 3 1)  k  {0, …, n – 2}, k!  (n – 2)! 

donc 
k=0

n – 2

 k!  
k=0

n – 2

 (n – 2)!             
k=0

n – 2

 k!  (n – 1)(n – 2)!     
k=0

n – 2

 k!  (n – 1)! 

2) 
k=0

n

 k! – n! = 
k=0

n-1

 k! = 
k=0

n – 2

 k! + (n – 1)! 0  
k=0

n – 2

 k!  (n – 1)! donc (n – 1)!  
k=0

n

 k! – n!  2(n – 1)! 
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Donc 
(n – 1)!

 n!
   


k=0

n

 k!

 n!
 – 1  

2(n – 1)!

 n!
      

1

n
   


k=0

n

 k!

 n!
 – 1  

2

n
. 

Par théorème d'encadrement, on a : lim
n → +


k=0

n

 k!

 n!
 – 1 = 0 donc lim

n → +


k=0

n

 k!

 n!
 = 1  donc 

k=0

n

 k! ~ n! 

Exercice 4  ( )2n
 n  = 

(2n)!
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