Stage ECG2
Chapitre 1 : Les bases

1. Egalités
1.1 Généralités

Pour montrer une égalité du type "A = B", on peut partir de A et trouver B, partir de B et trouver A, ou partir
des deux separément et trouver la méme expression.

Factoriser, c'est
Développer, c'est

Egalités remarquables : V(a, b, ¢) € R?
(a+b)?=

(@a-b)*=

(@a—b)(a+b)=

(a+b+c)=

(a+b)=

1.2 Quotient, racines, puissances

Soient a, b, ¢, d des réels, tels que les dénominateurs ne s‘annulent pas :

athb _ a _ axb_ _a _
c b+c c bxc ™
a+c _ axc _ axc _ 1 _
b+c bxc ™ bxd alb

Va_ alb _

b ~ c/d ™

Soient a, b des réels positifs ou nuls (sauf au dénominateur)
<D N N R
Siae R:~/a’=

Puissances :
Soita>0etbe R. a°=

Soit a, b, c, d des réels. Sous réserve d'existence :

o

a 1
atx qd = E_ y_ (aC)d_
C bC_ c bC— a_C_
a- + = a” X = bc_
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1.3 Inetexp

In(0) = In(1) = Ine) = 0 = el =
V(a, b) € R
ed x gb = ed + @b = (ea)b: é: E_Z:
V(a, b) € 10; + oo[?,
1

In(a) x In(b) = In(a) + In(b) = In(a) = In(a) — In(b) =
In(\[a) = In(e?) = In(a®) =

1.4 Factorielle
vne N, n!= En particulier : 0! =

Relation de récurrence : Vn e N, (n + 1)! =
1.5 Les polynémes
Rappels : Un polyndme est une expression algébrique du type P(X) = anx" + an-1x"1 + ... + a1x + ao
ao, ai, ..., an sont appelés les coefficients du polynéme.
L'ensemble des polyndmes est noté IR[X].
L'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n est noté IRn[X].
Propriété ("ldentification des coefficients") :
Deux polynémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux.

En particulier, un polyndme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls.

Exemple : Déterminer le polyndme P(X) e R2[X] tels que X3 + 3X — 4 = (X — 1)P(X).

Factorisation d'un polyndéme :
Soit P un polynéme et a un réel. Si a est une racine de P, alors on peut factoriser P par (x — a).

Remarque : En particulier, pour un polyndme de degré 2, si on trouve une racine évidente (0, 1, -1, 2, -2), on
peut factoriser le polynéme "a vue".

Exemple : Factoriser 2X2 + 3X -5
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1.6 Les sommes
Soit (uk) et (vk) deux suites, A un réel et p et n deux entiers naturels.

Formules de linéarité :

Z (Uk + V) = Z Uk + Z Vk  mais Z (UkVvik) # LZ uk] > ka !

Z (Auk) = A [kz Ukj

n
Somme d'une constante : >. A=A (n—p+1) (= constante x nbre de termes)
k=p

Sommes a connaitre :

Travail sur les indices :
n+1

ZUk— ZUk+Un+1

k=0 k=0

n n n n
DUk= D Uk—Up et DX uk= D uk—(Up+...+up1)
k=l k=0 k=p k=0

n n-p
Enposantk'=k—p: X uk= Y Ukp
ksp  k'=0

Remarque :

n
Pensez aux sommes télescopiques | Y. (Uk+1 — Uk)J
=p

Sommes doubles :
Soit (uij),j) < m2 une suite double.

n/p p /n
Sommes doubles rectangulaires : DoUij = D, [Z Ui,j] = (‘Z Ui,jJ

(i) e {L.npx{1..p} i=1 \j=1 j=1 \i=1

n/n n/j
Sommes doubles triangulaires : Y. uij = > (Z Ui,j} = EZ Ui,j]
i

1<i<j<n  i=l\j=i j=1 \i=1
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2. Inégalités
2.1 Geénéralites
Inégalités et signe
Remarque:a<b«<b-a>0.
Pour montrer une inégalité, on peut faire la difféerence entre les deux termes et étudier son signe.

(il faut parfois étudier la fonction).

Signe d'une somme, d‘un produit, d'un quotient :

a b a+b axb | ab(b=0)
+ +
+ .
— +

Pour étudier le signe d'une expression, il faut donc

Inégalités et opérations :
Soient a, b, ¢ et des nombres réels.

_sia<balorsa+c<b+c (onpeut ajouter un terme (positif ou négatif) dans une inégalité

) a b
S|c>0alorsac<bcetE<E

_sia<b: a b
sic<0al0rsac>bcetE>E

(si on multiplie (ou si on divise) par un nombre positif, on garde le sens de I'inegalité, si on multiplie (ou
divise) par un nombre négatif, on change le sens de l'inégalité)

_sia<betc<dalorsa+c<b+d(on peut additionner deux inégalités, mais pas les soustraire !)

_si0<a<betO<c<dalorsac < bd (on peut multiplier deux inégalités seulement si tous les membres
sont positifs, on ne peut pas diviser deux inégalités).

2.2 Inégalités et fonctions

Rappel :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On dit que fest croissantesurIsivae l, Vb el,a<b= f(a) <f(b) (on garde le sens)
On dit que f est décroissantesurIsiVae l, Vb e l,a<b= f(a)>f(b) (on change le sens)

On peut en particulier I'utiliser avec les fonctions :
Y

_In

_carré

_inverse

__racine carré
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Exemple :

Résoudre dans IR I'inéquation : >2. (remarque:VXx e R e+ 1>1donclIn(e*+1)>0)

_ 1
In(e* + 1)

Remarque :

Pour montrer une inégalité du type : si x > a, alors f(x) > f(a) :

_ si x n'apparait qu‘une seule fois dans I'expression de f, les regles sur les inégalités suffisent en général.
_si x apparait plusieurs fois dans I'expression de f, il faut trés souvent étudier les variations de f.

Exemples :

_Montrer que V x > 1, W <2.

_ Montrer que V x>0 2X_1>-%.

"3X+ 2
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