Chapitre 10 : Couples de VARD — Correction exercices niveau 2

Exercice 1
1k
1) > — —O+Z =D s (aveck k-1)= > —r
k>oK! |<>1kI |<>1(k 1)' oK >0k
+ 0
On reconnait la série exponentielle qui converge. Donc Z k_l =el=e.
k-1 k(k-1) _
> J_) =0+0+ Y > (k k—-2)
k>0 2 K s 2 (K= 2)' k>c}<'
Donc la série converge et Z (l;' b
k=0
2) a) On cherche la loi marginale de X.
D'aprés la formule des probabilités totales avec le S.C.E. (Y =j)je N
. + 00 - + o 1 + o0 i + l
PX=i) = X P(X =) (Y =) = X o] ,.L >3 zj.] £ (ie+e =il
=0 =0 j=0 j=0~"

DonchZooP(X i) = ZM LZ | +Z j-ce(e+e):2ezc. 4ioP(X:i):ldoncc:iz.
i=0

s - 2e
b%%"P‘X:‘):EO"J—H'n” Ef—L'_“Z char 220)

Les séries convergent absolument, donc X admet une espérance et E(X) = E (e+2e) = %
c)P(X=0)= % et par symétrie entre X et Y P(Y =0) = %.

P(X=0)n(Y =0))=0=P(X=0).P(Y=0) Lesvariables ne sont pas indépendantes.
3a)PosonsZ=X+Y -1

P((X =0)n(Y = 0)) = 0 Les deux variables ne s'annulent pas en méme temps. Donc Z(Q2) = IN.

VkeN, (z:k):u:(:gl (X=i)n(Y=k+1-1)

k+1 k+1 k+1
donc Pz =k = 3. P(OX =n(Y =k +1-1) = o zﬁ orr > kl. I%G%_LI),

1 K19 ke 1 K1 7141 2% . .
=52 Z T ( ) 2e2 W Z ( )1 P+ = 2e2 W L gt -k—ez. Donc X + Y — 1 suit la loi &(2).
Exercice 2 V t € [-1;1], Gx + v(t) = E(e'™**V)) = E(e™e")

Or e™ et ' sont indépendantes donc Gx + v(t) = E(e™)E(e") = Gx(t)Gv(t).
Exercice 3

1) a) ¥ n > 1, snea(N) — $a(N) = sn(N) = Nz-l(ﬁjm - :é(ﬁ)” - Nzl(ﬁj”(ﬁ _ 1) . Nzl@”k Kl'\'.

k=1 k=1 k=1

Vke{l,.. N-1} kNN<OetG\(J >0 donc (ﬁ)nkNNSOdoncsnﬂ(M)—sn(M)so.

La suite est décroissante.
De plus sn(N) est une somme de nombres positifs, donc est positif.
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La suite est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

n
b) Le nombre de termes de la somme est fixeet Vk e {I,...,N—-1},-1< LS < 1ldonc nlirrj (E) =0.

N

N-1
Donc lim S(N) = >0=0
k=1
2.Vke{0,..,n}, P(Th<k) =P((X1<k) N ... " (Xn<K))
=P(X1<K) x ... x P(Xa < k) par indépendance
=P(X1<k)" (méme loi)

. . K 1 Kk K\"

OrP(X1<k)=)> P(X1=1) = === DoncP(Th<k)=|].

=k iz_ Xa=1) N N’ ( ) (Nj
vke L, ---,n},P(Tn=k)=P(Tnsk)—P(TnSk_1):(mn‘(kﬁljn'

b) Ta(QQ) = {1, ..., N}, donc T admet une esperance et
N N n N n N _1\n
()= S kP(Th=K) = kzlk((ﬁ) -2 zk( ) - kzlk(%)

_ k% k(ﬁ)n ~ :z:)(k'ﬂ)(ﬁ)n (avec k' =k — 1)

» \N

- k% k(ﬁ)n . :ék@n - Nzl(ﬁ)n . N(%)n _ o(%)n ~si(N)=N=sy(N).  Donc lim E(Ty) =N.

k=0

Exercice 4 1) a) n < M et n <N — M donc on peut choisir n boules blanches et choisir n boules noires.

Donc X(Q2) = {0, ..., n}.

b) card(Q2) = (r'}') (X =k) ="on tire k boules blanches et n — k boules noires".

MY /N -M
Donc P(X = k) :gk—%ﬂ)——k).
n

2)a) Xi(Q) ={0,1} P(Xi=1)= J_) (labouleietn—1 autres) = (N

!

n'(N -n!'_n

()

b) Xi— @@ donc E(X;) = N et V(Xi) = % (1 _ N)

(n—1)(N-—n) ™

3) a) XiXj(Q2) ={0,1} P((XiXj=1) =P((Xi=1)n(Xj=1)) = P("on tire les boules i et J")

1 x 1 x “?IZZ’ L. .
(les deux boules i et j et n — 2 boules parmi les N — 2 autres)

()

_ (N—2)! nl(N—n)!_ nin—1)
T—2IN—m! T NI N(N-1)
E(XiXi) = 0 x P((XiX; = 0) + 1x P((XiX; = 1) = 20 =1)_

N(N— 1)’
b) cov(Xi,X;) = E(XiX;) — EQX)E(X;)
_nn-1) n* _Nn(n-1)-n’(N-1) _n(Nn-N-nN+n)_ n(n—N)

" N(N-1) N2~ 2(N 1) NAN—1)  NiN_1)

a)X=X1+...+Xu= Z Xi b) donc par linéarité E(X) = Z E(Xi) = Z—
i=1 i=1 i= 1

nM

NE

N!' TN
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0 21=§(}211j=§§0—1>=“ﬂz'11' (avecjr =j -1 = M=2M
1<i<j<M j=1\i=1 =1li=1 jO

M _ n(n — N)
V(X)_EV(XI)+21<|<ZJS?AV(XI Xj) = Z ( Nj 2N2(N 1)1Si<ZjS1M
_aN n n(in—N) (M -1)M
_Mﬁ(l_N)JrZNZ(N—l) 2
Mn(m2 n . n(ngl\(',)\f'\_/'l_)l)le\lﬂlgm:B(N 1-(M-1)= MQ(H(N_M)

Exercice 5 a) Si X et Y sont indépendantes :

Vi e [[1,q]], oxi) = 2 YiPx=x)(Y =V;j) = 2. ViP(Y =v;j) = E(Y). ¢ est constante. Z = E(Y).
=1 =1
b) E(X|X) : Vi e [[1,q]],

o(xi) = Zr: XjPx=xi)(X = X)) =Px=xi)(X=X%)) =0sij=iet1pourj=i:doncoxi) =X E(XX)=X.
j=1
c) P(IECYX) = o(xi)]) = P(o(X) = o(xi)) ¢ estinjective donc P(o(X) = ¢(Xi)) = P(X = Xi).

g
d) D'aprés le théoreme de transfert, E(E(Y|X)) = E(o(X)) = 2. o(xi)P(X = xi)
i=1

q
:ﬂLZy,P(x (Y = y,)jp(x x.j ztz YPx=x(Y = Y)P(X = x»j

i=1 1 i=1\j=1

= (permutation des sommes) i [% YiP(X =xi)N(Y= Yj))J
j=1\i=1

= é Lyj % P(X=xi)n(Y= yj))j = é YiP(Y =Yy;) (formule des probabilités totales) = E(Y).
=1\ sl j=1
e)SoitZ=aX+bY +c. Z(Q)={axi+byj+c,ie {l,...,q},j € {1, ..., r}.
q r
Vk e [[1,a]], oz(xk) = 22 2. (axi + byj + C)Px=x(X= xi) N (Y =yy))

i=1j=1
Px=xi((X= xi) n (Y =yj)) =0sii=k. Donc

r r
9z(Xk) = 2. (@xk + byj + C)Px=xi)((X= xk) N (Y =yj)) = 2 (axk + byj + C)Px =xi(Y = yj)
=1 =1

r r
= (axk + €) 2 Pox=x(Y =Yj) + b2 YiPex=x(Y = ¥j) = (i + €) x 1 + bov(x«)

j=1 =1
Donc ¢z(X) =aX + ¢ + bev(X) E(aX +bY +¢|X) =aX + ¢ + bE(Y|X).
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