Chapitre 11 — Intégration sur un segment - Correction Exercices niveau 2

Exercice 1
1)Posonst:a+([3—a)xdoncx—%—-B o dt=(B-o)dx
—O quandt= x—ﬁ— 1

Quandt=a x=2—

B _
Donc B_La SPo(tydt=

5 oo+ (- a)x)(B —a)dx = f gla+ (B a)x)dx
2)Ona:pre fogdt= f1glc+ (b =1 3o fdgdt=[g(c+(d- dx=J

L [9gat= 1@+ @-anix=K

d<bdoncd-c<b-cdoncVxe[0;1],(d—c)x<(b-c)x c+(d—c)x<c+ (b—c)x
g est croissante sur I, donc g(c + (d — ¢)x) > g(c + (b — ¢)x)
Par croissance de I'intégrale [ g(c +(d—c)x)dx > f[lg(c+(b—c)x)dx J =1

Vxe[0lla+(d-ax—-(c+(d-c)x)=a—ax—c+cx=a(l—-x)-c(l—-x)=(@-c)(1-x)
c>adonca-c<0 Vxe[0;1](1-x)>0donc(a—c)(1-x)<0
a+(d—ax<c+(d-c)x doncg(a+(d—a)x)>g(c+ (d-c)x)

et fLo(a+ (d-ax)dx > flg(c+(d—c)x)dx K>J.

Donc ﬁ JP g(odt < f d g(ot < - f d g(t)dt.

Exercice 2

t
1) Soit g(t) = % et G une primitive de g sur J0O; + oof.
X
Alors Vx € ]0; + oof, F(X) = G(X) — G(1) donc F'(x) = G'(X) =g(x) = % > 0. Donc F est strictement

t
croissante. Soit x e ]0;1] F(x)=- ert

e* ¢
sur [x;1] x<t<1l e*<¢ rE
: . -l L € y 1 <
Par croissance de l'intégrale : fx Tdt < fx ?dt e [InM]x <-FX) - e*In(x) <-F(X)

F(x) < e*In(x) Iim eXIn(x) =- o0 donc par comparaison IimOF(x) =- o0,
X —>

+00Xk 2 k +00Xk X2
2) Astucieux : V x>0, e = Zkl —1+x+—+ Zkl Zk—|>0donce >1+x+5
k=3

2

Ou : Posons f(x) :ex—l—x—xf

Donc f " est positive sur [0; + oof, donc f ' est croissante sur [0; + oo
Or f'(0) =0 donc f ' est positive sur [0; + oo[. Donc f est croissante sur [0; + oof.
Or f(0) = 0 donc f est positive sur [0; + oof.
2 t
Soit x > 1. Pour tout t e [1,X] e‘21+t+t§ %>1+1+%

2
Par croissance de l'intégrale : F(x) > f (1 +1+ 2)dt = [In(t) +t+ tz}x

F'xX)=e-1-x f"x)=e*-1 e-1>0<=x2>0.

F(X) > In(x) + x +

2
FO L InG) , 4, X
X X 2

—5 donc Iim | F(X) = + oo par comparaison

o donc I|n+1 FO)_ ) o par comparaison.
X — +o
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Exercice 3

1LV xe R, T(f)(x) = [} fut)dt = X1 et
Siaz0, T(f))(x)= Eeﬂiff = % (e3x+1) _ galkx—1))
Sia=0 T(f)() = Xt ldt=x+1-(x-1)=2

2. a) f est continue sur IR donc elle admet une primitive F sur R.

Donc T(f)(x) = F(x + 1) — F(x — 1).

f est continue sur IR donc F est de classe C* sur IR. Donc T(f) est de classe C! sur R (comme différence de
fonctions de classe C) et donc en particulier continue sur IR. (donc appartient a E).

DeplusvVxe R, T))(X)=1xF(x+1)-1xF(x—-1)=f(x + 1) — f(x — 1).

b) Si f est bornée sur R : il existeunréel M>0telque Vt e R, - M <f(t) <M.

Comme x — 1 <x + 1, d'apres I'inégalité de la moyenne,

M (x+1-(x=1)) < [¥T(t)dt <M (x + 1 (x— 1))

X-

-2M < T(f)(x) <2M donc T(f) est bornée.
Deplus V x € R, | T®)'(X)| <|f(x + 1)| +|f(x — 1)| (inégalité triangulaire) < 2M.

Donc d'aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout (X, y) € IR?, ona: |T(f)(x) - T(f)(y)| < 2M| X — y|
K = 2M convient.

3.a)OnadéjavuquesifekE, alors T(f) € E. De plus :

Soitfe E,geEetA € R.

Vxe R, T(f+g) = X (uf(t) + g())dt = 1 XL f(B)dt + X g(t)dt = ATF)(X) + T(@)(X)

Donc T(Af + g) = AT(F) + T(g).
Donc T est un endomorphisme de E.
Si f € E, on a vu que T(f) est de classe C* sur R.

Soit g la fonction valeur absolue (V x € R, g(x) = |x|).

g est continue sur R, donc g € E. Mais g n'est pas de classe C* sur IR, donc il n'existe pas de fonction f € E
telle que T(f) =g. T n'est pas surjectif.

b) Soit f € Ra[X] : il existe des réels ao, ..., antelsque V X € R, f(x) =ao + arx + ... + anX".

Donc vV x € R, T(f)(x) = [Xi* (a0 + ant + ... + ant")dlt

2 n+1 1 + 2 + N+l Y
=[aot+a1t—+...+ant }XJ' :ao(x+1)+alL21L+_'_+M_ao(x_l)_algx2 )

2 n+1 <t n+1 -
_1\n+l
%% donc T(f) € Rus[X].
De plus le coefficient en x"* est : - 1 1 m 1 1- 0 donc T(f) € Ra[X]. T(Ra[X]) cRn[X].

c) Tn(l):(X+1)2—(X—1)2=2 , ,
Tn(x):(X;-l) _(X;l) _X +2X+1—2(X _2X+1):2X.

k+l _ 1\k+1
De fagon générale, To(x) = X+1) T l(X b

k+D+(k+1)_,
k+1

Donc A est triangulaire et les coefficients diagonaux sont tous égaux a 2.

Donc A est inversible, donc T, est bijective.

Le coefficient en X¥*1 s'annule. Le coefficient en XX vaut
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