Chapitre 11 : Intégration sur un segment — Exercices niveau 2

Exercice 1 (ESSEC 2011)
Soit g une fonction continue sur un intervalle 1, a valeurs réelles.

1) Montrer que pour tout o et § dans | tels que o < 3,
1
o JBadt= flg(a+ (B - o)x)dx

2) Soita, b, ¢, d dans | tels que a < ¢ < d < b. On suppose que g est décroissante sur I, établir

lencadrement : -— SP gyt < P S g(tydt < i S gt

Exercice 2

et

tdt.

1. Etudier les variations de F. A l'aide d'une inégalité, montrer que Iim0+F(x) = - o0,
X —

Pour tout réel strictement positif, on pose F(x) = flx

S

2. Montrer que V x €[0; + oo, > 1+ X + >

et en déduire que :

lim F(x) =+ oo et |imHX&:+oo

X —> +o0 X —> +o0

Exercice 3 (Oral HEC 2015)

Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues sur IR a valeurs réelles.

Pour tout fonction f € E, on note T(f) I'application définie sur IR a valeurs réelles, telle que :
Vxe R, TA)(X) = X1 f(b)dt.

1. Pour tout a € IR, soit fa la fonction définie sur IR par : fa(x) = e®. Déterminer T(f).

2. a) Montrer que pour toute fonction f € E, I'application T(f) appartient & E et est de classe C*
sur R. Déterminer la fonction dérivée de la fonction T(f).

b) On suppose que f est une fonction bornée de E. Montrer que T(f) est bornée, et établir

I'existence d'un réel K tel que pour tout (X, y) € IR?, ona: |T(f)(x) - T(f)(y)| < K| X — y|.

3. Soit T I'application de E dans E qui a f associe T(f).

a) Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il surjectif ?

b) Soit n € IN et IRn[X] I'espace vectoriel des polyndémes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n. Montrer que T(Rn[X]) = Rn[X].

¢) Soit Ty la restriction & Rq[X] de I'endomorphisme T et 8= (1, X, X?, ..., X") la base
canonique de Ry[X]. Soit A la matrice de T, dans la base 3.

Tn est-il bijectif ?
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