Chapitre 11 : Intégration sur un segment — Feuille n°2

Exercice 1
. ‘- . (FD° L . .
Le but de cet exercice est de montrer que la série de terme général 0 (appelée serie harmonique alternée)

est convergente et calculer sa somme.

n
1. a) Pour tout n > 1, pour tout x € [0;1], calculer la somme > (-x)*.
k=1

) i
b) En déduire que: v n € IN kzl =1In(2) - (-1)" fo T

2) a) Montrer que : v n e N*,0< f1 1)i dx < —

n+1

Lol

k
converge et que l'on a : Z - k) - In(2).
k=1

b) Etablir enfin que la série de terme généra

Exercice 2 (Constante d'Euler)

On note, pour tout n € IN*, Hy, = Z et up = Hn — In(n).
k1K

* k+1_ =
l)MontrerquereIN,k+1 5 tgk

2) Montrer que V n > 1 1 <In(n + 1) — In(n). En déduire que (un)n>1 est décroissante.

3) Montrer que : V n>1, Hn+1—1<f1n+1dt<|_|n

puisque: Vv n>2 In(n+1)<H,<1+In(n).

4) En déduire que (un)n>1 est convergente et que sa limite, notée y appartient a [0;1].
Remarque : yest appelée la constante d'Euler, ona : y~0,577

Onadonc un =+ y+ 0(1) Hn =+ 2 In(n) + y+ 0o(1)

Exercice 3
Soit f une fonction continue sur [0;1]. On suppose que fol (f(x) — x)%e™dx = 0.
Déterminer I'expression de f.

Exercice 4
Soit f la fonction définie sur R par : V x € R, f(x) = fox \J12 + 2.dt

Montrer que f est dérivable sur IR et déterminer sa dérivée.

Exercice 5

Soit f la fonction définie sur R par : V x € R, f(X) = fxzx z L

+1

dt.

1. Montrer que f est impaire.
2. a) Montrer que f est de classe C* sur R et déterminer f '(x) pour tout réel x.
b) Donner les variations de f.

c) Pour tout réel x € R™, calculer fzx dt puis montrer que V X >0, 0 < f(x) < ix

En déduire XILnJ f(x) et X|Lm ().
1
x+1_2x+1£f(x)
b) En déduire, a I'aide de la majoration obtenue a la question 2.c) un equivalent de f(x) au voisinage de + oo.

3. a) Montrer que V x>0,
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