Chapitre 12 — Intégrales impropres — Correction exercices niveau 2

Feuille n°1
Exercice 1

1) fx f(tydt =[x fO)dt— [22 f(t)dt
lim fxf(ydt= fF=fHdt lim [¥2f(t)dt=f*=f(®)dtdonc lim [* f(t)dt=0.

2)a) V't e [x/2:X], g <t < x donc f(x) < f(t) < f@ (f décroissante)

Par croissance de l'intégrale : [% f(x)dt < [* f(t)dt Xtx) Jx f(t)dt
9 T JX2 - Jx/2 2 T IxR2

xf(x) < 2 f(t)dt comme f est positive 0 <xf(x) <2f* f(t)dt

b) Xllrpoc fx >;2 f(t)dt = 0 donc par encadrement, XIlrpwxf(x) =0 Xllrrjwﬂ)l—(2 =0 f(X) =+ 0(%)

X

3) x.f(x) = X ~ X ~ L donc lim x.f(x) = 0. Donc f(x) = o(lj

YT R+xINR+X) TxIn@+x) T7InR +X) ) ) Y TR

1
. 2+X X
- X - (X_£TR o —

f est continue sur [0; + o[ et V X > 0, fo foQdx = J; nZ+x) dx = [In(In(2 + x))]o = In(In(2 + X)) —
In(In(2)) donc XILrQ fox f(x)dx = + oo. L'intégrale diverge.
Exercice 2
1) La fonction f(t) = e't*! est continue et positive sur [0; + oo[. (x > 1 donc X — 1 > 0)

En + oo 1 (1) = %™ lim t%f(t) = 0 (c.c.) done f(t) =+ o@

donc f0+ * f(t)dt converge. Donc I'(x) existe pour tout x > 1.

S tlzdt converge

2.8)T(1)= [Freetdt [Xeldt= [y =1 eX Jim 1—eX=1doncT(1)=1.
b) T(x +1) = JF @ e'tdt Soit X >0.1(X) = [X et dt
Ipp: u(t) =t¢ v'®)=et u'(t)=xt*T v(t)=-et
10¥) = [ te g + [¢xtTetdt = - XrieX + x fX ¢l
lim - X*e* =0 (c.c. Jim fox t“letdt= T'(x). Donc I'(x + 1) = x T'(X).

X — +o
c)I'(2)=1xI'(1)=1 I(3)=2xIr@2)=2 1r@4)=3xIr(38)=3x2
I['(5) =5x4x3 Conjecture: ¥n € IN*, I'(n) = (n—1)!
Parrécurrence: _pourn=1:T(1)=1 (1-1)!=0!=1 donc vrai
_supposonsI'(n) =(n—21)! alorsI’'(n+1)=nIT(n)=n(n-1)!=n!
Donc Vn € IN*, T'(n) = (n—1)!

3.a)Onposeg(x)=e*-1-x g'X)=e*-1 e-1>0<=x>0

X -0 0 + o0

g'(x) — 0 +

9(x) \ . /

doncVxelR g(x)>0 e*>1+x. (ouconvexité de lafonction exp)
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n n
b) Avec x = % :1-=<e'™ donc (1 - %) < (e’Vmn (1 _ﬁ) <et

t
n
¢) Sur [0;n] (1 - %e"tx'1 < (1 - %)”tx'ldt < e't*! puis par croissance de l'intégrale
1 t
. -tgx-1 = - 2-1 i -1 -tex-1
d)Onadonc: [Me't“'dt— nfon e't*2idt < 1 (1 - n)”tx dt< f1e'tdt
. . 1
n a-t4x-144 — n a-tEx+2-144 — = n atyx+2-1

nllrgwfo e'ttLdt = I'(x) nllrpwfo et 21dt = I (x + 2) donc nILannfO et 21,

tjﬂtx-ldt = F(X).

Donc d'apres le théoréme des gendarmes, lim f” (1 —=
n— +ov0 n

e) Posonsu:% < t=nu doncdt=ndu

Jo (1 - %)”tx'ldt = & @—u)" (nuy*ndu =n* [ (1-u)" utdu

4. a) Par récurrence : pourn =0
1 0 1

1., ,
1 Opclgi = (Leelgt=|=pff== L==
JE@-0etdt= 1ot [x tx}o % x - x doncvrai

n!
X(X +1)...(Xx+n)

__supposons que : V X >0, fol (1 -t)"tidt =
JE@-ymietdt=2 Ippru)=(1-H" v =t u®)=-(+ -1 v() =t;

n+14x- — tX n+ 1 ntx
JE@ -t 1dt—[;(1—t) 1}0+f01 (n+1)(L - dt

n+1 .
== % o (-t
_n+1 n!
“x (x+1)...x+1+n) (hyp de rec avec x + 1)
(n+1)!

= XX+ 1) (x+n+ 1) donc la prop est vraie pour tout n € IN.

b) évident avec questions précédentes.

Feuille n°2
Exercice 1
1/x
1) a) Soit X > n. fnx e;(—zdx = [- )X = - eMX + 1

lim e¥X =1 donc I converge et est égale a " — 1.

X > +o
.1 1
b) lim==0donc Ih=e""—1~, =
n— +of] n
. et/ : : . .
2. kImj e®=1doncet®~,, 1 e Par comparaison de séries a termes positifs, on a donc la série
—> t0

D" Uk convege.
k>0

- l X 2 Al

5 €770X° —e7%.2X (1 2x)et
x4 - x4 <
V k> 1, f est décroissante sur [k;k+1] donc V t € [k ;k + 1], f(k + 1) <f(t) < f(k).

b) f est dérivable sur ]0;+oo[ et V x >0, f (x) = 0
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Donc par inégalité de la moyenne, (k + 1 — k)f(k + 1) < fkk"l f(t)dt < (k + 1 — kK)f(K).
Uk+1< fK*Lf(B)dt < U,

N N N
b) Soit N > n. Par somme d’inégalité : D> Uk+1< ), fkk+1 f(t)dt < > uk

k=n k=n k=n
En posantk’ =k + 1 dans la premiére somme et par relation de Chasles
N+1
> ue < [N Lf(t)dt < up + zuk
k'=n+1 k=n+1
N+1
Jim 3= z uc - lim SNFLf)dt = [+ fx)dx = I Jim 2 Uk = z Uk
“k=n+1 k=n+1 o “k=n+1 k=n+1
+ o0 + e1/n
Donc Y uk<Ih< D uk+=5.
k=n+1 k=n+1
+ o e1/n e1/n
C)POSO“SVn: ZUk Vn>l Vn<|n et|n<Vn n2 @In—FSVn
k=n+1 )
n 1/n
h-S5<va<ly  Ip>0donc 1-S-<¥1<q
n N%ly ~ In
1/n 1/n
eM~r1  nlh~n doncez—~+oo1 donc lim <—=0
In n n— +o[] In
Donc par encadrement, I|m —=1 donCcVn~+wln~ +ooi
*oln
Exercice 2
Soit x > 0 et X > x. Notons 1(X) = fx exp(-t?)dt = ( 2t.exp(-t?))dt
1 1
ult) =-5; uw(t) =53
Ipp : { ®=-2 { ®=2¢ u et v sont de classe CL.
v’ (t) = -2t.exp(-t?) L v(t) = exp(-t?)

2
|(X)=[-%%t—2} e 2t2exp( tz)dt—-esz()?) eXpE(X)— S Xzitzexp(-tz)dt

. 1
Par comparaison avect — 3

2 on montre facilement que ces intégrales convergent.

J L"ln_%x_z 0 par croissances comparées. Donc par passage a la limite, on a:
S exp(-2)dt = —X%Xﬁ 2% exp( tz)dt

Vi>x t2>x2 0< Ostzexp(t)< exp(t)

Donc0< [*=5 7 exp( B)dt < f" © exp(-t2)dt

fi7 = % exp(O)c
1
2

L’intégrale est strictement positive, donc 0 < f " exp(-)dt <&

S 2 exp(-tz)dt

Donc par encadrement, lim fx+ = exp(-)dt

=0 donc f* © exp( 2)dt =+« o(f+ © exp(- tz)dt)

2
exp(-X
Donc fx" © exp(-t2)dt ~+ —%X—z
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