Chapitre 12 : Intégrales impropres — Exercices niveau 2 — feuille n°1

Exercice 1
Soit f une fonction continue sur [0; + oof, telle que fo” * f(t)dt converge.

1) Déterminer la limite en + oo de [ f(t)dt.
2) On suppose de plus dans cette question que f est positive et décroissante .
a) Montrer que V x > 0, 0 < x.f(x) <2 f* f(t)dt
b) En déduire que f(X) =+« o@).
1

3) On considére la fonction définie sur [0; + oof par : V x > 0, f(x) =

Montrer que f(X) =+ 0@), mais que f0+ * f(t)dt diverge.

Exercice 2 — La fonction Gamma
Soit I" la fonction définie sur [1; + o] par V x> 1, I'(X) = fo" © gtt* 1t

1. Montrer que I" est bien définie sur [1; + ool.

2. a) Déterminer T°(1).

b) Montrer que V x> 1, I'(x + 1) = x I'(x).

c) Conjecturer I'expression de I'(n) pour n € IN*, puis le démontrer.
3.a) Montrerque Vx e R, 1 +x<¢eX

b) En déduire que V n € IN*, V t € [O;n], (1 —%)n <e.

n
On admet qu'on a également: vV n e IN*, V't € [0;n], (1 —tn—z)e" < (1 —%)

c) Montrer que : ¥ x> 1, ¥ n e N*, [7 (1 - Qe“tx‘ldt <Jo (1 - %)”tx‘ldt < ettt

d) En déduire que V x> 1, T'(x) = nlirpwfon (1 —%)”tx‘ldt

e) En déduire que ¥ x > 1, [(x) = lim n* fol (1 —u)"u**du

n!
X(x +1)...(x +n)’

4.a) Montrer que: vV n elN, Vx> 1, f1 (1-t)"t*dt=

o o n*n!
b) En déduire que vx > 1, I'(x) = lim XX+ 1) (x*n)

(2+Xx)In(2 +x)’
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