Chapitre 13 : Réduction — Niveau 2 - Correction

Exercice 1

A et B sont semblables, donc il existe une matrice P inversible telle que A = PBP,

Soit A une valeur propre de A. Alors il existe un vecteur X non nul de #,1(IR) tel que :
AX =2AX donc PBPX = AX.

En multipliant a gauche par P1: PIPBPIX = P1AX  BPIX =APIX.

Enposant Y =P1X,ona: BY =Y.

Deplus,siY =0 PTX=0doncPPTX=P0 X =0 cequicontredit I'hypothése X = 0.
Donc Y = 0. Donc A est valeur propre de B.

Remarque :
A et B ont des roles symétriques, donc si A est valeur propre de B, elle est aussi valeur propre de A.
Conclusion : Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Exercice 2

1) Soit X un vecteur propre pour AB associé a la valeur A. (X € #n1(RR))

Onadonc X #0et (AB)X =AX

Donc BABX = B(ABX) = B(AX) =ABX (BA)(BX) = ABX.

En posant Y =BX, ona (BA)Y =AY

De plus,siY =0 BX=0donc ABX =0donc AX =0. Comme A =0, onadonc: X =0, ce qui est
impossible. Donc Y = 0. Donc A est une valeur propre de BA.

2) a) Si AB est inversible, il existe une matrice C € Mn(R) telle que (AB)C = I, donc A(BC) = I
Donc A est inversible.

De méme, il existe une matrice D € n(IR) telle que D(AB) = I, donc (DA)B = I». Donc B est
inversible.

b) Si 0 est valeur propre de AB, alors AB n'est pas inversible.

Donc A ou B n'est pas inversible.

Donc BA n'est pas inversible. Donc 0 est valeur propre de BA.

3) Conclusion : si A est valeur propre de AB, alors A est valeur propre de BA.

A et B ayant des roles symétriques, si A est valeur propre de BA, alors A est valeur propre de AB.
Donc AB et BA ont les mémes valeurs propres.

Exercice 3
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b) L2 —nL= 0 donc X2 —nX est un polyndme annulateur de L. X2 —nX = X(X —n).
Donc les seules valeurs propres possibles sont 0 et n.
c) L est symétrique donc est diagonalisable.

X1

SoitX=(...J LX=0Xx1+...+txn=0S X1 =-X2—X3... - Xn
Xn
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-X2 — X3 ... = Xn 1 0
Donchz{[ X2 J,XzelR,...,xnelR}:VeCt 0| ....| ---
...Xn 0
0 1

X1+ ...+ Xp=NX1 NX1 = NXa

X1+ ... +Xn=nNX1
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X1+ ...+ Xn=NnNXn

o

d) L2=nL "suite géométrique de raison n a partir de 1 ?"

Montrons par récurrence que L¥ = n*IL v k> 1.

_pourk=1:L¥=L n¥'L=Ldonc vrai

Csi L= nRIL L= LRl = n*L2 = n*tnl = nkL. Donc V k> 1, LK = n*iL,

2)a) A=xL + (y —X)ln.

b) In commute avec toutes les matrices, donc d'apres la formule du binbme de Newton :

Ak = Zk(l) (Yowiy -2y = io (Pt 0¥t = (y — )kt + il (\Yxintty - xor

O=nxo—nx1 Ly«—L>—Ls X2 =X1
=

0 =nxp—X1 Lpn «—Li—L1 Xn = X1

=y =) + Lﬁ (i Ixiniy - X)"'ijL= (Y =) I + (% > (i - x)""jL
i=1 i=1

1
= (=) I+ = (X +y = x)< = (y =) )L
c) L est diagonalisable, donc il existe une matrice diagonale D et une matrice P inversible telles que
L =PDP™. Alors A=XL + (y — X)In = XPDP! + (y = X)PI,P = P(XD + (y — X)In)P.
XD + (y — x)In est aussi diagonale, donc A est diagonalisable.

Exercice 4

1) a) A est inversible donc 0 n'est pas valeur propre, donc A # 0.

Soit X un vecteur propre associé a A alors AX = AX

Donc AAX =ATAX X=XA1X Ai=0donc AlX= % X. Donc % vp de AL,
b) Si A diagonalisable, il existe D diagonale et P inversible telles que A = PDP™,
Donc D =PAP! P, Aet P sont inversibles donc D aussi.

Donc At = (PDPY)i= (PH)IDIPt=PDP? D?estdiagonale, donc A est diagonalisable.
2) Si A diagonalisable, il existe D diagonale et P inversible telles que A = PDP,
Donc ‘A= Y{PDPYH) ={P)y'D'P Or'(P?) =(P)* 'D =D (car D diagonale)
Donc ‘A = (‘P)ID(P) Posons P' = (*P)* alors P'= 'P et 'A = P'DP",

Donc 'A est diagonalisable.
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