Chapitre 15 : VAR a densité — Correction Exercices niveau 2

Exercice 1

1) a) La fonction f(t) = e™t** est continue et positive sur [0; + oo (car x — 1 > 0)

En + oo : t2f(t) = t*1e Xllrpwtzf(t) =0 (c.c.) donc f(t) =+« o(t%

donc fl” * f(t)dt converge. Donc I'(x) existe pour tout x > 1.

b) T(x +1) = [F=e'tdt Soit X>0.1(X)= [Xe'tdt

Ipp: u(t) =t v'®)=et u'(t)=xt*T v(t) =-et

I(X) = [ te]p + S xetetdt = - XXe X + x f X tleldt
Jim - Xe X=0(c.c. Jim fox t“letdt= I'(x). Donc I'(x + 1) = x I'(x).

X — +w0

Jie tlzdt converge

2) f est continue et positive sur ]- «o;0[ (fonction nulle) et sur ]0; + o[ (produit de fonctions continues et

positives).

S fegdx = [ F(K) e ™ (Ax)Pdx (si convergence)

_ X _ =+ + o0 AX p-1 1 Yy \/P-1

Posons y = Ax x= 3 dx = dy S F( o © ()P tdx = [ MR, dy
1 1
** Y yPldy donc l'intégrale converge et vaut x I'(p) = 1.
Tl eV g g T TP
Donc fp, » est une densité de probabilité.
3. [ xf(x)dx= [+ F(}L) e ™ (Ax)Pldx (si convergence)
= = [t X A e 1_X —— = [t \paY

Avecy =ix: = [ T Yy (p) yPeVdy converge et vaut

1 E R
—T(p+1 . Donc X admet une espérance et E(X
T erY= p (X) =

+ — (+o A
Lﬂ x2f(x)dx—fO xzr( )

- - +00L A y pl_X—
AVECY = AX : fo 2 T(p) ey kZF(p)

TP+ TE+2)=(p+DIp+1)=(p+ pr(p)

f e yP*2-leYdy converge et vaut

+
Donc X2 admet une espérance et E(X?) = M

2

Donc X admet une variance et V(X) = E(X?) — E(X)? = @;:_2129 - % = f‘z

Exercice 2
1. a) f est continue sur [0; + oo[, donc F est de classe C* sur [0; + oof et F' = f.
Donc (1-F)' =-f.
u(t) =-t u'(t) =-1
b) 1 { Vi) = () { v(t) =1 F(t)
Donc [ tf(t)dt = [-t(L - F®)Jo + J3X (L - F(®)dt = x(L - P(X <)) + fX (1 - F(®)dt

=-xP(X >X) + fox (1 - F(t))dt
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2) a) ¢ est une primitive de g(x) = xf(x) donc ¢'(x) = xf(x)> 0 donc ¢ est croissante sur [0; +oo[
b) ¢(X) = J3X (1 - F(t))dt — xP(X > x) < JX (1 - F(t)dt (car -xP(X > X) < 0)

Comme (1 - F(t)) = 0 (car F(t) > 0) fX (1 - F()dt< [ (1 - F(t))dt

Donc ¢(x) est majorée par fo" “ (1 - F(t)dt.

d(x) est croissante et majorée, donc a une limite finie en + o0. Donc f0+ * tf(t)dt converge.
Comme f OOO tf(t) converge et vaut 0, f :O"’ tf(t)dt converge, donc X admet une espérance.

c) On sait déja que xP(X >x) >0

Pour toutt > x  tf(t) > xf(t) (car f > 0) donc par croissance de l'intégrale (les 2 convergent)
Sretfdt> freoxfdt  [retft)dt>xP(X>x)  [F=tf(t)dt= [~ tht)dt — [ th()dt
Jo tf(®)dt converge donc lim [xtf(t)dt = f " tf(t)dtet lim [+ t(t)dt = 0.

Par encadrement XILrTJOOxP(X > X) = 0. En passant a la limite dans la question 1b., on obtient :
E(X) = [~ (1 - F(t)dt.

3. a) Fn est de classe C* sur ]- o0;0[ (fonction nulle) et sur ]0; + oo[ (produit de fonctions de classe C*).

n

EnO: lim1- e'X(l + 5) =1-1=0donc F est continue sur R.
Xx—0 n

Donc Fn est la fonction de répartition d'une variable a densité.

b) f vérifie les conditions de la question 1.

we01r=efts Yz Yo $ e

n n n
nA 1A + oo _ + o0 _ —_ k | = n!
Donc par linéarité f** (1— F(t))dt converge et [~ (1 - F(t))dt = Eo o k= g T
n ]
D'aprés le résultat de la question 2, T, admet une espérance et E(Tn) = 2. m
k=0 '
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