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Chapitre 15 : VAR à densité – Correction Exercices niveau 2 

 

Exercice 1 

1) a) La fonction f(t) = e-ttx-1 est continue et positive sur [0; + [  (car x – 1  0) 

En +  : t2f(t) = tx+1e-t   lim
x → +

t2f(t) = 0 (c.c.) donc f(t) =+  o





1

t2    1
+  

1

t2dt converge  

donc 1
+  f(t)dt converge.    Donc (x) existe pour tout x  1. 

b) (x + 1) = 0
+  e-ttx dt   Soit X  0. I(X) = 0

X e-ttxdt 

Ipp :  u(t) = tx    v '(t) = e-t   u'(t) = xtx-1   v(t) = -e-t 

I(X) = [ ]- txe-t X
0  +  0

X xtx-1e-tdt = - Xxe-X + x0
X tx-1e-tdt 

lim
X → +

- Xxe-X = 0 (c.c.   lim
X → +


0
X tx-1e-tdt=  (x).  Donc (x + 1) = x (x). 

2) f est continue et positive sur ]- ;0[ (fonction nulle) et sur ]0; + [ (produit de fonctions continues et 

positives). 

- 

+  f(x)dx = 0

+  


(p) 
 e- x (x)p-1dx (si convergence) 

Posons y = x  x=  
y


   dx = 

1


 dy  0

+  


(p) 
 e- x (x)p-1dx = 0

+  
1

(p) 
e- y yp-1dy 

= 
1

(p) 


0

+  e- y yp-1dy  donc l'intégrale converge et vaut 
1

(p) 
  (p) = 1. 

Donc fp,  est une densité de probabilité. 

3.  - 

+  xf(x)dx = 0

+  x


(p) 
 e- x (x)p-1dx (si convergence) 

Avec y = x : = 0

+  
y


 


(p) 
 e- y yp-1dy


 = 

1

(p) 
 0

+  ype-ydy converge et vaut  

1

(p) 
(p + 1) = 

p


 . Donc X admet une espérance et E(X) = 

p


. 

- 

+  x2f(x)dx = 0

+  x2 

(p) 
 e- x (x)p-1dx (si convergence) 

Avec y = x : = 0

+  
y2

2 


(p) 
 e- y yp-1dy


 = 

1

2(p) 
 0

+  yp+2-1e-ydy converge et vaut  

1

2(p) 
(p + 2).   (p + 2) = (p + 1)(p + 1) = (p + 1)p(p) 

 Donc X2 admet une espérance et E(X2) = 
(p + 1)p

2 
 

Donc X admet une variance et V(X) = E(X2) – E(X)2 = 
(p + 1)p

2 
 – 

p2

2 = 
p

2. 

 

Exercice 2 

1. a) f est continue sur [0; + [, donc F est de classe C1 sur [0; + [ et F' = f.  

Donc (1 – F)' = -f. 

b) Ipp 



 
u(t) = -t

v'(t) = -f(t)
      




 
u'(t) = -1

v(t) = 1 – F(t)
 

Donc 0
x tf(t)dt = [ ]-t(1 – F(t))

x

0  + 0
x (1 – F(t))dt = -x(1 – P(X  x)) + 0

x (1 – F(t))dt 

= - xP(X > x) + 0
x (1 – F(t))dt  
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2) a)  est une primitive de g(x) = xf(x) donc '(x) = xf(x) 0 donc  est croissante sur [0; +[ 

b) (x) = 0
x (1 – F(t))dt – xP(X > x)  0

x (1 – F(t))dt (car -xP(X > x)  0)  

Comme (1 – F(t))  0 (car F(t)  0) 0
x (1 – F(t))dt  0

+  (1 – F(t))dt 

Donc (x) est majorée par  0

+  (1 – F(t))dt. 

(x) est croissante et majorée, donc a une limite finie en + . Donc 0

+  tf(t)dt converge. 

Comme - 
0  tf(t) converge et vaut 0, - 

+  tf(t)dt converge, donc X admet une espérance. 

c) On sait déjà que xP(X > x)  0 

Pour tout t  x    tf(t)  xf(t) (car f  0) donc par croissance de l'intégrale (les 2 convergent) 

x
+  tf(t)dt  x

+  xf(t)dt     x
+  tf(t)dt  x P(X > x)     x

+  tf(t)dt = 0

+  tf(t)dt – 0
x tf(t)dt  

0

+  tf(t)dt  converge donc lim
x → +


0
x tf(t)dt = 0

+  tf(t)dt et lim
x → +


x
+  tf(t)dt = 0. 

Par encadrement lim
x → +

xP(X > x) = 0. En passant à la limite dans la question 1b., on obtient :  

E(X) = 0

+  (1 – F(t))dt. 

3. a) Fn est de classe C1 sur ]- ;0[ (fonction nulle) et sur ]0; + [ (produit de fonctions de classe C1). 

En 0 : lim
x → 0

1 – e-x







1 + 

x

n

n

 = 1 – 1 = 0 donc F est continue sur IR. 

Donc Fn est la fonction de répartition d'une variable à densité. 

b) f vérifie les conditions de la question 1. 

t  0, 1 – F(t) = e-t







1 + 

t

n

n

= e-t 
k=0

n

 ( )n
k





t

n

k

1n-k =  
k=0

n

 
( )n

k

nk  tke-t 

Donc par linéarité 0

+  (1 – F(t))dt converge et 0

+  (1 – F(t))dt = 
k=0

n

 
( )n

k

nk   k! = 
k=0

n

 
n!

 nk(n – k)!
 

D'après le résultat de la question 2, Tn admet une espérance et E(Tn) = 
k=0

n

 
n!

 nk(n – k)!
 

 

 


