ECG2 — 2024-2025 '
Chapitre 15 : Variables aléatoires a densité |

1. Densité d’une V.A.R.
1.1 Fonction de répartition d'une variable a densité

Rappel :

Soit X une VAR quelconque.

Sa fonction de répartition Fx est définie par : V x € R, Fx(x) = P(X £X).
Onaalors:

_ Fxest croissante sur R,

_ xlimw Fx(x) =0, XIerJOOFx(x) =1

_sia<b, P(a< X<b)=Fx(b)-Fx(a).

Remarque :
Attention, de maniere générale, une fonction de répartition n’est pas continue sur IR, et n’est pas non plus
strictement croissante sur R (Pensez au cas d’une variable discréte)

Définition :

Soit X une V.A.R. de fonction de répartition Fx.
- { Fx est continue sur R
Sl Fx est de classe C! sur R sauf en un nombre fini de points
alors X est une V.A.R. a densité.
Dans ce cas, toute fonction fy définie sur IR, positive sur IR, et égale a Fx' sur R sauf en un nombre fini de
points est appelé densité de X.

Remarque :

Si Fx est la fonction de répartition d'une VAR a densité, il ne faut pas confondre :

_la dérivée Fx', définie seulement sur les intervalles sur lesquels Fx est dérivable

_ la densité fx définie sur R (on prolongera Fx' en ajoutant des valeurs aux points ou elle n'est pas definie)

Osix<2
Ex : Soit X une VAR dont la fonction de répartition est : Fx(x) = { 1 2 Six> 2
> >

Montrer que X est une variable a densité et déterminer une densité de X.

Fx est continue et de classe C* sur J- oo;2[ (fonction nulle) et sur ]2; + oo[ (différence d'une constante et d'un
quotient de fonctions affines).
lim 0=0 lim 1—g:Odonc Fx est continue en 2.
X—2,X<2 X—>2,X>2 X
Donc Fx est continue sur IR et de classe C* sur IR sauf en 2.
Donc X est une variable a densité.

0six<2 O0six<2
Fx'(x) = %si x> 2 donc une densité de X est donnée par : fx(x) = %si x>0



1.2 Densité de probabilité

Rappel :
Soit (pn)n < v Une suite de nombres réels.

VnelN,pn=>0
La suite (pn)n < v définit une loi de probabilité si et seulement si : E:Opn -1

n=0

Propriété : TRES IMPORTANT
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Soit f une fonction définie sur R. Si :

1) f est positive sur R.

2) f est continue sur R sauf en un nombre fini de points.
3) J* = f(x)dx converge et vaut 1.

Alors f est une densité de probabilité d'une variable aléatoire X.

Exemple :

Osix<1
Soit f R — R définie par : f(x) = %si x> 1

Montrer que f est une densité de probabilité.

f est nulle sur ]- oo ;1] et f(x) = xi >0 sur[1;+ oof. Donc f est positive sur R.

f est continue sur ]- « ;1[ (fonction nulle) et sur ]1 ; + oo[ (quotient de fonctions continues).
S f(xydx = J 0dx converge et vaut 0.
3x3 1

S fdx = [ %dx converge car 4 > 1 et [X %dx = f[X3x*t= [ T}X =-3at1l

lim - % +1=1donc f_*ww f(x)dx converge et vaut0 + 1 = 1.

X — +oo

Donc f est une densité de probabilité.
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Propriété : TRES IMPORTANT

Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité fx.
Alors ¥ x € R, Fx(x) = | X _fx(t)dt.

Exemple : Suite de I'exemple précédent :
Soit X une V.A.R. qui admet f comme densité de probabilité. Déterminer la fonction de répartition de X.

VX e R, Fx(x)= f* ft)dt
six <1, Fx(x)= X 0dt=0

six > 1, Fx(x) = 1 fdt+ [*fdt=0+ [xSdt=1-%

0six<l1
Donc Fx(x) = 1_;33“(21
X

lim Fx(x) = 0
Remarque : Quand on trouve Fx, on vérifie toujours dans sa téte que : | lim Fx(x) =1

Fx continue sur IR
(car toute fonction de répartition a pour limite 0 en - o et 1 en + oo, et que toute fonction de répartition d'une
variable a densité est continue sur R)

Vérification dans I'exemple précédent :
XIim Fx(x) = XIim 0=0

lim Fx(x) = lim 1—%: 1

X = +o0 X — +0 X
Point de discontinuité possible : 1
: . . : 1 .
lim Fx(x)= Ilim 0=0 lim Fx(x)= Ilim 1-==0 Fxcontinue
x—1 x<1 Xx—1,x<1 X — 1, x>1 X —1,x1 X

Propriété (Régularité de la fonction de répartition)

Si fx est une densité de probabilité d'une variable aléatoire X, alors :

1) Fx est continue sur R

2) Fx est de classe C* sur tout intervalle sur lequel fx est continue, et sur chaque intervalle,
Fx '(x) = f(x).

Osix<1
Ex : Vérification sur I'exemple précédent : f(x) = {% Six>1 (continue sur ]- ;1] et ]1; + oo
™ >

0six<l1

Onatrouvé:Fx(X)={113gix>1
< >

On voit que Fx est de classe C sur J- ;1] et sur ]1;+ oof et que :
V x<1, Fx'(x)= 0="f(x) vV x>1 FxX(x)=0- ( %) = %: f(x) x3 . (-3xH =-

Xl
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1.3 Probabilité d'étre dans un intervalle

Propriété :

Soit X une V.A.R. qui admet une densité de probabilité fx.
AlorsVae R,VbeRaveca<b,

1)P(X=a)=0

2) P(X <a) =P(X <a) = Fx(a) = f2 fx(t)dt

3) P(X >a) = P(X >a) = 1-Fx(a) = [* = fx(t)dt.

4)P(asxsb):P(a<X£b):P(aSX<b):P(a<X<b):Fx(b)—Fx(a):fabfx(x)dx

Graphe Easy -v

Remarques :
_donc, si | est un intervalle, alors P(X € I) = fl fx(x)dx

_sisurunintervalle I, fx(x) = 0, alorsP(X € I) = fl 0dx = 0.
_inversement, si fx(x) =0V x € R\ I, (festa support sur l) alorsP(X € 1) =1,
Dans ce cas, on dit que X est a valeurs dans 1.

A retenir :
Si fx est une densité de X, X prend ses valeurs sur les intervalles sur lesquels fx est non nulle.

Propriéte :

Soit X une variable aléatoire de densité fx.
On suppose que fx est nulle en dehors d*un intervalle Ja;b], (ou [a;b], [a;b[, ]a;b]), - 0o <a<b <+ .

[ Vx<a Fx(x)=0
Alors'{VX>b, Fx(x) = 1

Si fx est nulle en dehors de I, Fx(x) =0 "avant I'"" et Fx(x) =1 "aprés I"

Exemple :
0six<0

On a vu dans I'exercice 2 feuille 1 que f(x) =1 2x si X € [0,1] est une densité de probabilité.
Osix>1

Soit X une VAR de densité f. Déterminer Fx(x) pour x <0 et x > 1.

f est nulle en dehors de [0,1], donc X est & valeurs dans [0;1].
Donc Fx(X) =0six<0et Fx(x) =1six>1.
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2. Espérance et variance d'une variable aléatoire a densité

2.1 Esperance

Définition :

Soit X une V.AR. de densité fx.
Si l'intégrale f * ® xfx(x)dx est absolument convergente, on dit que X admet une espérance.

Dans ce cas, l'espérance de X est définie par : E(X) = f * o x.fx(x)dx.

I X<
Ex : Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = { O%S;XX 211. Montrer que X admet une espérance et
déterminer E(X). ”
JL xf(x)dx = [ 0dx converge et vaut 0.
S xfegdx = [ %dx converge car 3> 1, et ;
vTzl, f1T %dx = flT 3xdx = [2—3.2}1 =- % + g Tllrpw - % + % = g donc X admet une espérance et E(X)
Remarques :

_ E(X) représente la "valeur moyenne" de X. Attention a la cohérence !
_si fx est paire alors x — X.fx(x) est impaire.

Dans cas si l'intégrale f0+°° x.fx(x)dx converge, alors X admet une espérance et E(X) = 0.

Rappel :

Soit X une variable aléatoire discréte et g une fonction définie sur X(Q) = {xi, i € I}.

Si . g(xi)P(X = xi) est finie ou converge absolument, alors Y = g(X) admet une espérance et
iel

E(Y) =E(9(X)) = 2 g(x)P(X = xi)

iel

Théoreme de transfert :

Soit X une V.A.R. qui admet une densité fx nulle en dehors d'un intervalle ]a;b[ (avec - © <a<b <+ ) et
soit g une fonction continue sur Ja;b[ sauf en un nombre fini de points. La variable aléatoire Y = g(X) admet
une espérance si et seulement si l'intégrale fa b g(x)fx(X)dx est absolument convergente.

Dans ce cas, E(Y) = E(g(X)) = /P g(x)fx(x)dx.

Remarque :
En particulier, la fonction g(x) = x? est continue sur R.
Donc, d'aprés le théoréme de transfert, X? admet une espérance si et seulement si fto © x?fx(x)dx converge

absolument.
Dans ce cas, E(X?) = [** xfx(x)dx.




Osix<1
Ex : suite de I'ex. précédent : X admet pour densité : f(x) = %si x> 1
X2 et X3 admettent-elles une espérance ? Si oui, les déterminer.

f est nulle en dehors de [1; + oof.
S}T _ 3

S XFf(xdx = [ %dx converge (absolument) et v T>1, [T %dx = [ =

lim- 2 +3=3donc E(X?) existe et vaut 0 + 3 = 3.

T— +o

I AR'S (VN s gdx diverge donc E(X®) n'existe pas.

Propriété : (Linéarité de I'espérance)
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Soit X une V.A.R. a densité et a, b deux réels.
Si X admet une espérance, alors aX + b aussi et E(aX + b) = aE(X) + b.
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2.2 Variance

Définition :

Soit X une V.A.R. a densité qui admet une espérance E(X).
Si (X — E(X))? admet une espérance, alors on dit que X admet une variance.
La variance de X est alors : V(X) = E ((X — E(X))?)

L'écart-type de X est alors : o(X) = /V(X).

Propriété (Formule de Konig-Huygens)

Soit X une V.A.R. a densité qui admet une espérance E(X). Alors V(X) existe si et seulement si E(X?)
existe. Dans ce cas, V(X) = E(X?) — E(X).

Ex : suite de I'ex précédent. Montrer que X admet une variance et déterminer V(X).
X et X? admettent des espérances et E(X) = g E(X?) =3.

Alw

Donc X admet une variance et V(X) = E(X?) - E(X)?=3 - % =

Propriéte :

Soit X une V.A.R. a densité et a, b deux réels.
Si X admet une variance, alors aX + b admet une variance et :

V(@X +b)=a2V(X) o(aX +b)=|als(X).

Définition : Soit X une V.A.R. & densité.

Si X admet une espérance et si E(X) = 0, on dit que X est centrée.
Si X admet un écart-type et si o(X) = 1, on dit que X est réduite.

Propriété :

Si X une V.AR. a densité. d'espérance m et d'écart-type non nul s, alors X* = est une variable

aléatoire centrée réduite.

m_
s

m
S

1

1
E I

Démonstration : X* = % X - %E(X*) = % E(X) —

» |3

=0 o(X*)=—o(X)==s=1
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3. Fonctions d'une V.A.R. a densité

3.1 Principe général

Rappels :
_ Soit X une V.A.R. de fonction de répartition Fx.
. { Fx est continue sur R
SI: Fx est de classe C! sur R sauf en un nombre fini de points
alors X est une V.A.R. a densité.
Dans ce cas, toute fonction fx définie sur IR, positive sur IR, et égale a Fx' sur R sauf en un nombre fini de
points est appelé densité de X.

_ Soit X une V.A.R. a densité et a et b deux réels tels que a < b.

Alors : P(X <a) =P(X <a) = Fx(a)
P(X>hb)=P(X >b)=1-Fx(b)
Pl@<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<bh)=P(a<X<h)=Fx(b) - Fx(a)

Méthode :

Soit X une V.A.R. a densité, de densité f.
Soit g une fonction de R dans IR. On pose Y = g(X). On cherche la loi de Y.
Pour cela :

1) on cherche la fonction de répartition de Y :

_poury € IR, on cherche P(Y <y) =P(g(X) <)

_on résout I'inéquation g(X) <y (attention aux différents cas).

_onobtient P(X < i(y)) = Fx(i(y)) ou P(X > h(y) = 1 — Fx(h(y)) ou P(h(y) < X <i(y)) = Fx(i(y)) — Fx(h(y))
_on termine a l'aide de la fonction de répartition de X. (attention aux différents cas)

2) _soit on reconnait une loi usuelle (la loi d'une variable aléatoire est entierement déterminée par sa
fonction de répartition)

_soit : si Fy est continue sur R et de classe C! sauf en un nombre fini de points, Y est une VAR a densité, et
on trouve sa densité.
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32Y=aX+hb

Soit X une variable a densite. Soita=0etb € R. On pose Y =aX + b.
On cherche la loi de Y.

Méthode :

Soity € R. Fy(y) =P(Y <y)=P(@aX+b<y)=P(@axX<y-b)
sia>0: P(ng):P(Xg%bj sia<o:P(Ysy):P(xz%b)

= Fx(u) =1-Fx (Lb)
a a
Il faut ensuite regarder ou se situe %b.
Osix<1
Ex : Soit X la VAR aléatoire du 1°" exemple : Fx(X) = 1 —%si x> 1

PosonsY =-3X +1.LoideY?

Soity € R. P(YSy)ZP(-3X+1Sy):P(-3ng_1):P()(Z:u):l_Fx(lu)

3 3
:%121c>y+123<:>-y22<:>y£-2.

_Siy<-2 —%121 Fv(y):l[l Q3J=(127y)3
)
+1 _2r siy<-2

_Si y>-2:3L<1 Fy(y)=1-0=1. Fv(y):{ 1-y)° y=

1siy>-2
Fy continue et de classe C! sur ]- o0;2[ (quotient de fonctions de classe CY) et sur ]2; + oo (fonction
constante).
yILmZ (12—7y)3 = é—z =1 yILmzl =1 donc Fy continue en -2.

Fv est continue sur R et de classe C* sur R sauf peut-étre en -2, donc Y est variable a densité et fy =

{ 27 x (-3)(-1) _ 81

Ty @y Y=
Osiy>-2

Remarque :

X est a valeurs dans [1; + oo[ (car sa densité est nulle sur ]- o0;1|).
X>1donc-3X<-3 -3X+1<-2 Y<L-2

Donc Fy(y)=1siy>-2
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33Y=X2

Rappel :

Si a < 0 I'équation x? < a n'a pas de solutions

Soita € IR'{siazo:ngaQ-\/ESXS\/a

Soit X une V.AR. a densité. On pose Y = X2, Loide Y ?
VyeR,P(Y<y)=PX2<y)
_siy<0,P(X?<y)=0

_siy 20, P(X2<y) =P(-1Jy < X <Afy) = P(X <fy) = P(X < -1Jy) = Fx(\[y) - Fx(-\ly)
Exemple : Avec I'exemple précédent :

Osix<1
Px(x) = 1—%si x>1

Posons Y = X?. Déterminer la fonction de répartition de Y.

VyeR,P(Y<y)=PX?<y)

_Siy<OP(X?<y)=0

_siy>0,P(X2<y) =P(-1fy < X <1fy) = P(X £1fy) - P(X < -1[y)
Fx(VY) — Fx(-\y)

Jy2ley>l  Vy>0 -1y<0
1

Doncsiy>1,P(Y=y)=1- ( j—o 1-—
\y y\ﬁ/
Osiy<1

si0<y<1P(Y=y)=0-0=0 DonCFY(y):{1isiyzl
YAy

Remarque : X >1donc X?>1 Y >1donc Fy(y)=0siy<1.

34Y =exp(X), Y = |X|

Rappels :

Soita € R.

n'a pas de solutions sia <0
< x<In(@sia>0

n'a pas de solutionsia<0
& -a<x<asia=0

_ l'inéquation e* < a {

_ l'inéquation |x| < a{

10




3.5 Min, max de deux VAR a densité

Définition
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Soit X1 , X2 deux variables aléatoires.

Si pour tout intervalle réel 1 et J, P((X1 € 1) n (X2 € J)) = P(X1 € I)P(X2 € J), on dit que X1 et Xz sont

indépendantes.

Dans ce cas, on a en particulier : ¥ x € IR, P((X1 £ X)N(X2 < X)) = P(X1 < X)P(X2 £ X).
P((X1 > X)N(Xz2 > X)) = P(X1 > X)P(X2 > X).

Principe :

Soit X1, X2 deux VAR a densité.
_sionpose Y = max(Xi, X2), alors

Vte R, (Y<t)="lesdeuxsont<t" = (X1 <t) N (X2 <t)
_si on pose Z = min(Xz1, X2) alors

Vte R, (Z>t)="lesdeuxsont>t" = (X1>t)n (X2>1)

Exemple :
Soit X3 et X2 deux VAR indépendantes, qui suivent la méme loi de densité :

Osix<l1 O0six<1
f0) = %sile' (donc Fx(x) = 1—%six21)

a) On pose Y = max(Xi, X2). Déterminer Fy. Y est-elle une variable a densité ?
b) On pose Z = min(X1, Xz). Déterminer Fz.

Q) Vte R, (Y <t)="lesdeuxsont<t"= (X1 <t) n (X2£1)
X1, Xz indépendants : Fy(t) = P(Y <t) = P(X1 <t)P(X2<t)  Fv(t) = Fxa(t)Fxa(t) = Fxa(t)?

Osit<1
- 2
Fv(t) = (1—%3) sit>1

Fy = Fxi?

fx1 est continue sur R sauf en 1, donc Fx1 est continue sur IR et de classe C* sur IR sauf en 1.

Donc Fv est continue sur IR et de classe C* sur IR sauf en 1.
Donc Y est une VAR a densité.

by Vte R,Fz(t)=P(Z<t)=1-P(Z>t)=1-P((X1>t) n (X2>1))
=1-P(X1>t)P(X2 >t) (indépendants)
=1-(1-Fxa()(1 - Fxa(t))
=1 (1 - Fxu(t))?
Sit<1Fz(t)=1-(1-0)2=0

2
Sit>1 Fz(t):1—(1_(1_t%D :1_%6
Osit<1
DoncFz(0) =1 1 _&sit>1

11




