Chapitre 18 : Lois usuelles — Correction niveau 2

Exercice 1

1. a) Si A n'a pas de valeurs propres, alors A n'a pas de vecteurs propres, donc pas de base de vecteurs

propres, donc A n'est pas diagonalisable.

Si A a une seule valeur propre A :

supposons que A soit diagonalisable : alors il existe une matrice P inversible telle que
0]

A=PDPtavecD = (O }J =2l donc A=PPL=APIPt=1Al

Or A = Al donc A n'est pas diagonalisable.

Si A a deux valeurs propres distinctes : comme A € M(IR), alors A est diagonalisable.

Conclusion : A est diagonalisable si et seulement si A admet deux valeurs propres distinctes.

: _y) ] _(-k -1)
b)SoﬂkeIRetX—(Z CA-Al = 1 ax_n

A valeur propre de A < A — Alz non inversible < (- A)(4x-A) — (1)1 =0 < A2 —4xA+1=0

c) A est diagonalisable ssi A admet deux valeurs propres distinctes, donc ssi A > 0.

A>O<:>16X2—4>0<:>x2>1

4
0six<0
2.a) Fx(x) =1 Xxsi0<x<1 PosonsY =X2%Vy e R,Fy(y)=P(X?<y)
lsix>1

_siy<0: pasdesolution Fy(y) =0

_siy 20, Fy(y) = P(-y < X <Afy) = Fx(\y) - Fx(- \[y)

-\[y<Odonc Fy(-1/y)=0 y>0 et\y<ley<i
_si0<y<1 0<aly<1 doncFy(y) = Fx(\y) =fy

O0siy<O0
_siy>1 ~Jy>1 donc Fy(y) = Fx(\[y) =1 DoncFv(y):{WsiOSygl
lsiy >1
b) M = ((1) 4)1<) est diagonalisable ssi X2 > 7. P[x2 > %) =1- F{x2 < 1) —1- FY@ =1 —\/% =2
Exercice 2
1) {X} e [0;1] donc si z< 0 Fz(z) = P{X}<z)=0 siz>1, Fz(z2) =P{X}<2)=1
2)a) (Z<2)=(0<Z<2)=(0<X<2)U(l<X<1+2)U....=Unen(N<X<n+2) (réunion

+ 00
disjointe). Donc Fz(z) =P(Z<2z)= > P(n<X<n+2)
n=0

b) Donc Fz(z) = 4fjo(Fx(n +2) - Fx(n)) = 4f(l —eM* ) _(1-eM)

n=0 n=0
+ 0 + o0 + o0 n a7
= z (e-n _ e-n-Z) = z (l _ e-Z) e = (1 _ e-z) z (l) - (1 _ e_z) % 1 - 1 e_1
_ _ — \e 1 1-e
n=0 n=0 n=0 1-=
e
0siz<O
J— _Z .
3)Fz(z) = T g1si0=z<1
1siz>1

On voit que Fz est continue et de classe C? sur ]- «;0[, J0;1[, et ]1; + ool.
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=1 donc Fz est continue sur R.

0siz<0

1 .
Donc Z est une VAR a densité et une densite est fz(z) =\ 741 e’si0<z<1

Osiz>1
Exercice 3
NVzeR,Fz2(2)=P(Z<2)=P((X<2)n(Y £2)
=P(X <2)P(Y <2) (X, Y indépendants) = ®(z)?
2) @ est continue et de classe C! sur IR donc Fz aussi.
Donc Z est une variable a densité et une densité estg=Fz' =20 ®'=2 d f

VzeR,g(z)= \/—exp( Z)(D(Z) Véexp( Z)(I)(z)

L ux) = o(x) u'(x) = f(x)
3) f 'E Xg(x)ax: Ipp : { V'(X) = \/ﬂ X exp(- x?/2) { V(X) = - \/E: exp(-x?/2) = -2f(x)

S8 xg()dx = [-2f(x) OO)Ja+ fB 2(x)%dx
J B 2f(x)%dx = f exp( -xd)dx == f B exp(-2x3/2)dx = = f B exp(-(\/2X)%2)dx

Posons y =+/2x X = X dx :—xdonc

\2 (
=2 f “Sexp(-y*12)dy = \f JB \/—exp( V1Y = ) o) 22 f(y)dy

4) VB >0, J B xg(x)dx = 2f(0)d(0) - 2f(B)D(B) + —= \/_ JBV2 f(x)dx

avec 2f(0)®(0) = 2
0)P0) =2 x = \/— 2 \/_Tc

lim f(B) =0 lim ®(B) = 1 (fonction de répartition) lim [BV2 f(x)dx = [** f(x)dx = i

B >+ B — +o P B — +0v 0 0 2

(car f densité et f paire).

Donc | ** xg(x)dx converge et vaut — + ——
j;) g(x) g \/— \/;E
De méme, VA <0 fo xg(x)dx = -2f(0)D(0) + 2f(A)D(A) + = \/_ A \/E f(x)dx

Iim n f(A)=0 ILrdeD(A) =0 I|m A\/E f(x)dx =35 donc fo xg(x)dx converge et vaut

L + —=. Donc Z admet une espérance et E(Z) = i.
2n \Fr \n

5)VXelR,Fn(X)=P(Z?<x) _six<0,Fz(x)=0

_six =0, Fz2(X) = P(- \[x < Z <4/x) = Fz(1/x) = F2(-\/x) = D(\/x)? - D([x)?

= (@(/x) + (- X)) (@AX) - D(- /%)) = L(PR/X) — D(- /X)) = D(R/X) ~ D(-A/X)
VX e R, FxaX)=P(X?<Xx) _six<0,Fx(x)=0

_six 20, Fxa(x) = P(- \x < X £4/x) = Fx(\/X) = Fx(-\[X) = ®(1/x) — (/)

Donc Vx € R, Fz2(X) = Fxa(x) Z2 et X2 suivent la méme loi.

E(X) =V(X)+E(X)2=1+0=1.Donc E(Z) =1 V(Z)=E(Z)-E@2)?*=1-

alr

T

:n—l
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