Chapitre 18 : Lois usuelles — Exercices niveau 2

Exercice 1 Loi uniforme et matrices diagonalisables
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1. On considére la matrice A = (1 4x)’ ou x désigne un nombre réel.

a) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A posséde deux valeurs propres distinctes.
b) Ecrire I'équation dont les solutions sont les valeurs propres de la matrice A.

¢) En déduire que A est diagonalisable si et seulement si : x? > %

2. Dans la suite X est une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilise (2, T, P) et qui suit la loi
uniforme sur [0;1].
a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X2.
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b) En déduire que la probabilité que la matrice M = (1 4X) soit diagonalisable vaut %

Exercice 2 — Partie fractionnaire

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi E(1).

Si X € R, on note {x} = x — |x] la partie fractionnaire de x.
Par exemple si x = 12,34 alors {x} = 0,34.

On note enfin Z = {X}

1) Déterminer Fz(z) pourz<Qetz>1.

2) Soit z € [0;1].
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a) Montrer que Fz(z) = >, P(n < X <n +2).
n=0
- 1-—¢?
b) En déduire que Fz(z) = 1 et

3) En déduire que Z est une variable a densité, et déterminer une densité de Z.

Exercice 3

Soient X et Y deux VAR suivant chacune la loi normale centrée réduite, indépendantes.

On notera f la densité de X et Y, et ® la fonction de répartition.

On définit la V.A.R. Z = max(X, Y).

1) Déterminer la fonction de répartition Fz de Z.

2) Montrer que Z est une variable a densité. Déterminer une densité, notée g, qu'on exprimera en fonction de
O.

3) Montrer que : (A, B) € R? [ xg(x)dx = [- 2f(x)cD(x)]i + ﬁ fABng f(x)dx.

4) En déduire que Z admet une espérance et calculer E(Z).
5) Montrer que X2 et Z2 suivent la méme loi. En déduire V(Z).
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