Chapitre 2 : Les fonctions — Correction exercices niveau 2

Exercice 1
1) V x>0, f(x) < f(0) donc f(x) — x < f(0) — x
lim f(0) — x = - o, donc par théoréme de comparaison, XIlrpoof(x) —X=-o0,

X —> +oo

Ou : f est décroissante, donc soit xlinj f(x) = - oo, soit XIL"J f(x) =L € R. Dans les deux cas,
limf(x) —x=-o

X —> +oo

2) Posons V x € R, g(x) = f(x) — x.

_ g est strictement décroissante sur IR comme somme d'une fonction décroissante et d'une
fonction strictement décroissante sur R

_ g est continue sur IR comme somme de fonctions continues.

_on a déja montré que Xlirgwg(x) =- o0,

_V x<0, f(x) > f(0) donc g(x) > f(0) — x, donc par comparaison, XILerg(x) =+ oo,

Donc g réalise une bijection de IR sur ]- oo; + o[, donc I'équation g(x) = 0 (< f(x) = x) admet
une unique solution sur R.

Exercice 2

De méme, en posant : g(x) = f(x) — x, g est continue sur [0;1]

g(0)=f(0)>0 g(1)=f(1)-1<0

Donc d'apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0 admet au moins une
solution sur l'intervalle [0;1], donc f admet au moins un point fixe.

Exercice 3

VvV x € R, f(x) = f(-x) La fonction x — f(-x) est dérivable sur R comme composée de
fonctions dérivables. En dérivant I'égalité, on obtient : V x € R, f'(x) = - f'(-x)

Donc f' est impaire.

Le deuxiéme cas est analogue.

La fonction f(x) = x? est paire, et a pour primitive F(x) = %x?’ qui est impaire, mais aussi G(X)

= %x3 + 1, qui ne I'est pas. (ou plus simplement f(x) = x + 1 n'est pas impaire, mais f ' est

paire)
Exercice 4
Soit f la fonction définie par f(t) = In(In(t)) sur [x;x+1]
1
fest dérivable sur [x, x + 1] et Vt e [x,x +1] f'(t) = ﬁ = t|nl(t)
De méme f ' est dérivable et V' t e [x, x +1] f'(t) = - Itr;I:l(t;Zl

Vte[x,x+1] t>1donclin(t)>0 f"(t)<0 f'décroissante.
Vt e [x;x+1] x<t<x+1ldoncf'(x+l)<f'(t)<f'(x) donc

1
xIn(x)

1
tn(®) = xIn(x)

(x+1-x) In(In(x + 1)) —In(In(x)) <

Donc d'aprés I'lAF : f(x + 1) — f(x) < TR
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Exercice 5
1. g est continue sur ]- oo;0[ et sur ]0; + o[ comme produit et composée de fonctions
continues.

EnO: lim g(x): Iim x.In(x):0parcroissancescomparées
X—>0,x>0

li = i I = i - (-x)In(-

L A X”(X) ) g O

lim -x=0%et Ilim XlIn(X)=0donc Ilim g(x)=-0=0

X —0,x<0 X—0,X<0 X—0,x<0

De plus, g(0) =0 donc g est continue en 0, donc sur IR.
2. h est de classe C* sur - «0;0[ et sur ]0; + co[ comme produit et composée de fonctions de
classe CL.

v x>0, h(x) = x?In(x) donc h '(x) = 2xIn(x) + X2 . % = 2xIn(x) + x

v x < 0, h(x) = x?In(-x) donc h '(x) = 2xIn(-x) + x?% = 2xIn(-x) + X

Donc V x #0, h '(x) = 2g(x) + X
Eno - g) h§O) g(} . h(x) —h(0

=g(x) xlino x_0 - Xlinog(x) = 0 d'apres la question 1.

Donc h est derlvable en0eth'(0)=0.
De plus lim h'(x) = lim (2g(x) + X) =0 donc h' est continue en 0.
x—>0 x—>0

Donc h' est de classe C! sur R.

3. hest de classe C? sur ]- oo;0[ et sur ]O; + oo[ comme produit et composée de fonctions de

classe C2.

Six#0, M) =h(0) _ 2909 +x _ 2In(|x|) +1 donc lim M) =) _
x-0 X x>0 X-0

Donc h' n'est pas dérivable en 0.

ECG2 : Année 2024-2025



