Chapitre 2 : Les fonctions

| / Limites

1.1 Opérations sur les limites

Limite d’une somme

lim f(x) = lim g(x) = lim f(x) + g(x) =
LelR L’eR
LelR +
LelR —
+ o + oo
— Q0 — 0
+ o0 — 0
Limite d’un produit
lim f(x) = lim g(x) = lim f(x) x g(x) =
LeR L’eR
L+0 o0
(e8] o0
0 )
Limite d’un quotient
lim f(x) = limg(x) = lim f(x)/g(x) =
LeR L’#0
L+0 0
LelR oo
0 0
o0 L’eR
ee} o0
Conclusion :
« diviser par 0 =
« diviser par oo =
4 formes indéterminées :
Composée : (Xo, Yo, Zo sont des réels ou + oo OU - )
Si lim f(x) =yoet lim g(y) =zoalors lim g(f(x)) =
X — Xo y = Yo X = Xo
1.2 Croissances compareées
Soita >0, 3 >0.
X
lim M: lim x*(In(x))# = lim ﬁz lim xoef* =
x>0 X% X—0 X +0 X* X o
lim &2 = fjm NLEX)
x>0 X X =0 X

1.3 Asymptotes
Si XIme(x) =yoe R:
Si lim f(x) = (X0 € R) :
X — X0
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1.4 Limites et inégalités

Théoreme de comparaison :

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle | et telles que vx e 1, f(x) < g(x).
_Si XIirrx10 f(x) = + o alors XIirr;og(x) =+

_Si XIirrx10 g(x) = - wo alors xIirr;of(x) = - o0

_ si f et g admettent des limites réelles en xo, alors XIerXlof(x) < XIer;Og(x).

Théoréme d’encadrement (ou théoréme des gendarmes)
Soient f, g, h trois fonctions définies sur un intervalle | telles que : ¥V x e I, g(X) < f(x) < h(x).
S'il existe un réel L tel que XIL”x'o g(x) = lerrxloh(x) =L,

alors XIi%rrxlof(x) =L.

2. Etude des fonctions
2.1 Continuité

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et xo < I. f est continue en un point Xo si Iimof(x) = f(xo)
X — X

Sur un intervalle : somme, produit, quotient, composée de fonctions continues

Pour une fonction définie par morceaux : étudier les intervalles ouverts et séparément les points de
"raccordement".

Théoreme de la "bijection™ :

18" version : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f réalise une
bijection de I sur J = f(l).

De plus, f* est continue sur J, strictement monotone sur J et de méme sens de variation que f.

La courbe de f est I'image de la courbe de f par la symétrie d'axe la premiére bissectrice (= la droite
d'équation y = Xx).

2¢me version : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |.
Alors pour tout A € J =f(l), I'équation f(x) = A admet une unique solution xo € |.

Remarques :

_ attention a vérifier que A e f(1).

__attention, A est une constante, elle ne peut pas dépendre de x.

_ pour étudier les points fixes de f (c'est-a-dire les solutions de I'équation f(x) = x), il faut poser la fonction
g(x) = f(x) — x et étudier I'équation g(x) = 0.

Stage ECG2 - 2024



2.2 Dérivation

er L .o ) —f(xo) .
Définition : f est dérivable en xp si lim existe dans R.
x—=>x0 X—Xo

f(x) — f(xo)

Dans ce cas, on appelle dérivee de f en xo le nombre f *(xo) = lim
Xx—>x0 X-—Xo

Tangente : C’est la droite qui passe par le point de coordonnées (xo, f(Xo)) et de coefficient directeur f'(Xo).
Equation : y = f “(x0)(X — Xo) + f(Xo).
Si lim 1) =100 _

oo, on dit qu’il y a une tangente verticale.
x—>x0 X—=2Xo

Formules de dérivation :
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. On suppose que v ne s’annule pas s’il est en

dénominateur. Alors :

Fonction Dérivée
u+v

AU

s
<

c
)

<le | <[k

c
Q

eU

In(u) (avec u(x) > 0 Vx)

\Ju (avec u(x) > 0 ¥x)

2.3 Courbe

Pour tracer la courbe d'une fonction :
e Choisir un cadre et une unité adaptés
e Placer les points particuliers (maxima, minima, points d'inflexion) et la tangente en ces points
e Placer les asymptotes
e Tracer une courbe COHERENTE avec le tableau de variations, la convexité, la parité éventuelle et
toutes les propriétés demontrees sur cette fonction.

Stage ECG2 - 2024



