Chapitre 20 : Convergence et approximations — Feuille n°1

Exercice 1

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considére n variables aléatoires Xi, ..., Xn
indépendantes et suivant la loi géométrique de parametre p, avec 0 <p < 1.

On note g =1 —p. On pose enfin I, = Inf(Xy, ...., Xn) et Sp = Sup(X4, ...., Xn).

1. Pour k € IN, rappeler I'expression de P(X1 > k).

2. a) Montrer que ¥V k € N, P(ln > k) = g".

b) En déduire que Iy suit la loi géométrique de paramétre 1 —q".

3. Déterminer la loi de Sp.

Exercice 2
On considere une suite de variables aléatoires (Xn)n « N+ indépendantes suivant toutes une loi de Bernoulli de
parametre p (avec 0 <p <1).

n
On pose, pour tout k € IN*, Yi = XiXk+1, et pour tout n e IN*, Sp = > Y.
k=1
1) Soit k e IN*. Déterminer E(Xx) et E(Xd).
2) Pour tout k e IN*, déterminer E(Yk) et V(Yk).
3) a) Soit i > 1. Déterminer E(YiYi+1), puis la covariance du couple (Yi, Yi+1).
b) Soiti et j tels que j > i+ 1. Déterminer cov(Yi, Yj).
4) Soit n € IN*. Déterminer I'espérance et la variance de S.

Exercice 3
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN, d'espérance m > 0.

Montrer que P(X > 2m) < %

Exercice 4

On dispose d'une piece équilibrée. Soit n > 1. On lance n fois cette piéce, et on note X le nombre de piles
obtenus et F la fréquence d'apparition de pile.

1) Déterminer E(X), V(X), et en déduire E(F), V(F).
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2) Montrer que V € >0, PU F > sj < e

2
3) Déterminer un rang n a partir duquel on peut affirmer avec un risque d'erreur inférieur a 5% que la

fréquence d'apparition différe de % d'au plus 0,01.
Exercice 5

1) Soit X une VAR qui suit la loi normale M0,1). A l'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer
que : V x>0, ®(x) —Dd(-x) > 1 —%.
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2) En déduire que V x > 0, fox e 2t > V; (1 _F)
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