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Chapitre 20 : Convergence, approximations – Correction niveau 2 

 

Exercice 1 

1. a) On voit que X(n,n) = max(X1, …, Xn) et X(n,1) = min(X1, …., Xn). 

b)  x  IR, F(n,n)(x) = P(X(n,n)  x) =  P( )(X1  x)  …  (Xn  x)   

                        = P(X1  x)…P(Xn  x)  (X1, ..., Xn indépendantes) 

                                                        =  F(x)n. 

f est une densité de probabilité, donc f est continue sur IR sauf en un nombre fini de points, que l’on notera 

(x1, …, xp). 

X est une variable à densité, de densité f, donc F est continue sur IR et de classe C1 sur IR sauf en (x1, …,xp).  

Donc F(n,n) également. Donc X(n,n) est une variable à densité. 

 x  IR \ {x1, …, xn}, F(n,n)’(x) = n.F’(x).F(x)n-1 = n.f(x).F(x)n-1 

Donc une densité de X(n,n) sur IR est définie par :  x  IR, f(n,n)(x) = n.f(x).F(x)n-1. 

c) De même,  x  IR, FX(n,1)(x) =  P(X(n,1)  x) = 1 – P(X(n,1) > x) 

                                                    = 1 – P( )(X1 > x)  …  (Xn > x)   

                    = 1 – P(X1 > x)…P(Xn > x)  (X1, ..., Xn indépendantes) 

                                                    = 1 – (1 – FX1(x))…(1 – FXn(x)) 

                                                    = 1 – (1 – F(x))n. 

De même, FX(n,1) est continue sur IR et de classe C1 sur IR sauf en (x1, …,xp).  

Donc X(n,1) est une variable à densité. 

 x  IR \ {x1, …, xn}, FX(n,1)’(x) = - n(- F’(x))(1 – F(x))n = n.f(x).(1 – F(x))n. 

Donc une densité de X(n,1) est définie par :  x  IR, f(n,1)(x) = n.f(x)(1 – F(x))
n-1

 

2. a) Yi,x() = {0,1} et P(Yi,x = 1) = P(Xi  x) = F(x) donc Yi,x suit une loi de Bernoulli de paramètre F(x). 

b) [X(n,k)  x] = « la kème valeur (dans l’ordre) est inférieure ou égale à x » 

                      = « il y a au moins k valeurs inférieures ou égales à x » 

                      = « le nombre de (Xi)1 in inférieurs ou égaux à x est au moins égal à k » 

           = 









i=1

n

 Yi,x  k  

c) Les (Xi)1  i  n sont indépendantes, donc d’après le lemme des coalitions, les (Yi,x)1  i  n le sont également. 

Donc la variable aléatoire Zn,x = 
i=1

n

 Yi,x sui la loi binomiale B(n, F(x)). 

Donc  x  IR, F(n,k)(x) = P(Zn,x  k) =  
j=k

n

 P(Zn,x = j) = 
j=k

n

 ( )n
j F(x)

j
(1 – F(x))

n-j
 

 

Exercice 2 

1) card() = n! (n tirages sans remise)     

card(Xi = 1) = 1 (une place possible pour la boule n°i)   (n – 1)!  (on place les autres boules).  

Donc P(Xi = 1) = 
(n – 1)!

 n!
 = 

1

n
 

Xi ⎯⎯→ B(1/n)  donc E(X1) = 
1

n
   V(Xi) = 

1

n





1 – 

1

n
 = 

n – 1

n2 
. 

2) a) (Xi = 1)  (Xj = 1) = "on a déjà choisi la place des boules i et j, il reste n – 2 boules à placer"        

P((Xi = 1)  (Xj = 1)) = 
(n – 2)!

 n!
 = 

1

n(n – 1) 
 

b) E(XiXj) =  0  0  P((Xi = 0)  (Xj = 0)) + 1  0  P((Xi = 1)  (Xj = 0))  
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+ 0  1  P((Xi = 0)  (Xj = 1)) + 1  1  P((Xi = 1)  (Xj = 1)) = 
1

n(n – 1) 
    (th. de transfert) 

cov(Xi, Xj) = E(XiXj) – E(Xi)E(Xj) = 
1

n(n – 1) 
 – 

1

n2 = 
n – (n – 1)

 n2(n – 1)
 = 

1

n2(n – 1) 
. 

3) X est le nombre de rencontres donc X = X1 + … + Xn 

Par linéarité E(X) = 
i=1

n

 E(Xi) = 
i=1

n

 
1

n
 = n  

1

n
 = 1. 

V(X) =  
i=1

n

 V(Xi) + 2 
1  i < j  n

 

 cov(Xi, Xj) = 
i=1

n

 
n – 1

n2 
 + 2 

j=1

n

 









i=1

j-1

  
1

n2(n – 1) 
  

= 
n – 1

n
 + 

2

n2(n – 1) 
 
j=1

n

 ( j – 1) =  
n – 1

n
 + 

2

n2(n – 1) 
 
j'=0

n-1

 j'   (avec j' = j – 1) 

= 
n – 1

n
 + 

2

n2(n – 1) 
  

(n – 1)n

2 
 = 

n – 1

n
 + 

1

n
 = 

n

n
 = 1. 

 

Exercice 3 

1) Xn() = {0 ; + [ donc Yn() = IN 

 k  IN, P(Yn = k) = P(k  Xn < k + 1) = FXn(k + 1) – FXn(k) = 1 – e-(k+1)/n – (1 – e-k/n) 

= e-k/n – e-(k+1)/n = e-k/n(1 – e-1/n) 


k  IN

 

 k.P(Yn=  k) = 
k  IN

 

 k. e-k/n(1 – e-1/n) = (1 – e-1/n) 
k  IN

 

 k( )e-1/n k = (1 – e-1/n)e-1/n 
k  IN

 

 k( )e-1/n k-1 

 - 
1

n
 < 0 donc  e-1/n < e0 

-1 < e-1/n < 1 donc la série converge absolument. Donc Yn admet une espérance et  

E(Yn) = (1 – e-1/n)e-1/n  
1

(1 – e-1/n)2 
 = 

e-1/n

1 – e-1/n 
 

Ou : Posons Tn = Yn + 1. Alors Tn() = IN* et  k  1, P(Tn = k) = P(Yn = k – 1) = ( )e-1/n k-1(1 – e-1/n) 

Donc Tn ⎯⎯→ G(1 – e-1/n). Donc E(Tn) = 
1

1 – e-1/n. 

Yn = Tn – 1 donc E(Yn) = E(Tn) – 1 = 
1

1 – e-1/n – 1 = 
1 – (1 – e-1/n)

 1 – e-1/n  = 
e-1/n

1 – e-1/n 
  

2) Zn() = [0 ;1[ 

D’après la formule des probabilités totales avec le système complet d'événements (Yn = k)k  IN, 

 t  [0 ;1], P(Zn  t) = 
k=0

+ 

 P( )(Yn = k)(Zn  t)  =  
k=0

+ 

 P(k  Xn  k + t) 

= 
k=0

+ 

 ( )FXn(k + t) – FXn(k)  = 
k=0

+ 

 (1 – e-(k+t)/n – (1 – e-k/n)) 

= 
k=0

+ 

 (e-k/n – e-(k + t)/n) = 
k=0

+ 

 (e-k/n – e-t/ne-k/n) = (1 – e-t/n)
k=0

+ 

  (e-1/n)k      e-1/n  1 donc 

= 
1 – e-t/n

1 – e-1/n  

3) FZn(t) = 





 

0 si t < 0 

 
1 – e-t/n

1 – e-1/n si 0  t < 1 

1 si t > 1
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 t < 0, lim
n → +

FZn(t) = lim
n → +

0 = 0 

Soit t  [0 ;1[  

lim
n → +

- 
1

n
 = 0 donc  e-1/n – 1 ~+  - 

1

n
      1 – e-1/n ~+  

1

n
        De même, 1 – e-t/n ~+  

t

n
. 

Donc FZn(t) ~+ 
t/n

1/n
 ~+  t     lim

n → +
FZn(t) = t 

 t  1, lim
n → +

 FZn(t) = lim
n → +

1 = 1                 Soit Z ⎯⎯→ U([0 ;1]). Alors  t  IR, lim
n → +

FZn(t) = FZ(t). 

Donc (Zn) converge en loi vers Z. 

4) Pour k  [[1;n]]  P






Xk  

k

n
 = FXk






k

n
 = 1 – e-(k/n)/k = 1 – e-1/n (ne dépend pas de k). 

Les variables (Xk) sont indépendantes, donc les événements 






Xk  

k

n
 sont indépendants. 

Donc Nn ⎯⎯→ B( )n, 1 – e-1/n  

b) Posons pn = 1 – e-1/n     



 
 k  n, P(Nn = k) = ( )n

k pn
k(1 – pn)

n-k 

 k > n, P(Nn = k) = 0
 

Soit k  IN fixé. Pour tout n  k 

( )n
k  = 

n(n – 1)…(n – k + 1)

 k!
 ~+  

nk

k ! 
     1 – e-1/n ~+  

1

n
 donc pn

k ~+  
1

nk 

(1 – pn)
n-k = e(n – k)ln(1 – pn) 

ln(1 – pn) = ln(e-1/n) = - 
1

n
       (n – k) ~+  n    donc (n – k)ln(1 – pn) ~+  - 1 

Donc lim
n → +

(n – k)ln(1 – pn) = - 1 lim
n → +

 e(n – k)ln(1 – pn) = e-1. 

Donc P(Nn = k) ~+  
nk

k ! 
 
1

nk e
-1   ~+   

1

k!
 e-1.     Soit N ⎯⎯→ P().  

Alors  k  IN, lim
n → +

P(Nn = k) = P(N=  k).    (Nk) converge en loi vers N. 

  

 
 

 


