Chapitre 20 : Convergence, approximations — Exercices niveau 2

Exercice 1 Statistiques d’ordre
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (Q2, A, P).
Soit f une densité de probabilité sur IR, X une variable aléatoire réelle ayant f pour densité et F sa fonction
de répartition.
Soit (Xi)iein+ Une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, de méme loi que X.
Pour tout entier n > 1, on ordonne, pour chaque o € Q, le n-uplet (X1(®), X2(®), ..., Xn(w)) en :

Xnn(®) £ Xn2)(®) < ... £ Xnony(o)
et on admet que les applications X k) ainsi définies sont des variables aléatoires réelles sur (2, A, P).
Pour tous k, n entiers tels que 1 < k < n, la variable aléatoire Xk donne la k-iéme valeur obtenue en
classant dans 1’ordre croissant les valeurs prises par les n premiéres Xi.

1. Soitn € IN*

a) Exprimer les variables aléatoires X,n) et X(n,1) en fonction de X, ..., Xn.

b) Exprimer, a I’aide de F, la fonction de répartition F(nn) de la variable aléatoire X n).

En déduire que X(n,ny est une variable a densité, et admet comme densité la fonction f(nn) définie par :
V X € R, fam(x) = n.f(x).Fo)™

c) Par une méthode similaire, montrer que X,1) admet comme densité f(n 1) définie par :
VX e R, fny(x) =n.f(x)(1 - Fo)™t

2. Soit x € R et soient n et k deux entiers tels que 1 <k <n.

Pour tout i € IN*, on note Yix la variable aléatoire indicatrice de I’événement [X; < x]. C’est a dire
1si Xi<x

Yix = { 0 sinon

a) Montrer que Yix suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre.

n
b) Montrer 1’égalité entre les événements : [Xnk < X] = {Z Yix= k}
i=1
c) En déduire que la fonction de répartition F( k) de la variable aléatoire X k) est donnée par :

VxR Fog0)= Y (DFe' - Fooy™
j=k

Exercice 2

Soit n > 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On les extrait successivement sans remise. Pour i
e {1, ...,n}, on dit qu'il y a rencontre au i*™ tirage si la i°™ boule tirée porte le numéro i. On note X la
variable aléatoire égale au nombre de rencontres. On veut déterminer I'espérance et la variance de X.

1) Pouri € {1, ..., n}, on note X la variable aléatoire qui vaut 1 s'il y a rencontre au i°™ tirage, et 0 sinon.
Déterminer la loi de Xi, son espérance et sa variance.

2) Soiti #]j.
a) Déterminer P((Xi = 1)n(Xj = 1)).
b) En déduire que cov(Xi, Xj) = ﬁ

3) a) Exprimer X en fonction des (Xi)1<i<n
b) En déduire que E(X) = 1 et V(X) = 1.
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Exercice 3 (Oral HEC 2011)

Soit (Xn)nein+ une suite de variables aléatoires indépendantes définie sur un espace probabilisé

(Q,A,P) telles que, pour tout n € IN*, X, suit la loi exponentielle de paramétre 1/n (d’espérance n).
Pour tout x réel on note [x] sa partie entiére.

Pour n € IN*, soient : Yn = [Xn] et Zn = Xn — [Xn].

1) Déterminer la loi de Y, et son espérance.

1— e-t/n

3) Montrer que la suite de variables aléatoires (Zn)n converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on
précisera la loi.

4) Soit n € IN* et Ny la variable aléatoire définie par :

Nn = card {k e [[1, n]] tel que Xk < %}

ou card(A) désigne le nombre d’éléments de I’ensemble fini A.

a) Reconnaitre la loi de Ny et donner son espérance et sa variance.

b) Montrer que la suite de variables aléatoires (Nn)n converge en loi vers une variable aléatoire N dont on
précisera la loi.

2) Déterminer Z,(Q) et montrer que, V't € [0,1] : P(Zn<t) =
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