Chapitre 21 — Systemes différentiels - Correction exercices niveau 2
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Sur la diagonale, on reconnait la somme partielle de la série exponentielle.
N

DoncVie {l,...,p} NIHTJ ("z %}Li”j =y T A" = exp(hi).

=0 n=0 "~

Les autres coefficients sont nuls, donc tendent vers O.

exp(r1) O 0 exp(0) O
Donc exp(A) = o .. 0 | En particulier, onadonc exp(0p) =| 0 ...
0 0 exp(ip) 0 0

2) Remarque : sia € R, é = e?. A-t-on aussi exp(A)?* = exp(- A) ?

A+ (-A) =02 donc exp(A + (-A)) = exp(0p)
A et -A commutent, donc exp(A)exp(-A) = Ip
Donc exp(A) est inversible et exp(A)? = exp(- A).
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> #A” converge vers exp(A) donc Y, % (PAPH" converge vers P(exp(A))PL.
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Partie Il
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1.a)tD=| 0 2t 0 |estdiagonale, doncexp(tD)=| O exp(2t) O
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Donc exp(tN) = Zm(tN)n:a(tN)°+ﬂ(tN)1:I3+tN: 01-3t 3t |
c) exp(tB) = exp(tD + tN)
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Donc exp(tB) = exp(tN)exp(tD)

1 0 0 exp(t) O 0 e' 0 0

=|0 1-3t 3t 0 exp2) 0 |=|0 (1-3t)e* 3te*

n=0 0 -3t 1+3t
Donc les matrices tN et tD commutent.
0 -3t 1+3t/\L 0 0 exp(2t) 0 -3te® (1+3t)e*

0
0 \J = Ip.
exp(0)
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b) Le systéme (E) peut s’écrire X’ = AX, avec A = [ 1-1 -6].
-1 25
Donc les solutions sont les vecteurs X(t) = exp(tA)Xo
exp(tPBP )Xo = exp(P(tB)P1)Xo = P.exp(tB)P1Xo
1 1 0 e 0 0 4 -6 -6\1
=12 0 1|0 (1-3t)e* 3te* J[S 6 6 ][1}

0 23 -1N0 -3t (@1+30e2 N2 4 3o

1 1 0Yye 0O 0 -2

=112 0 1|0 (1-3te® 3t ][3]
0 23 100 -3t (1+3t)e2 2

1 1 0 -2¢ -2e' + (3 — 3t)e*
=12 0 1|@B- 3t)e2tJ = [ -et+ (2- 3t)e2‘J
0 2/3 -1\ (2-3t)e* te?t

x1(t) = -2e' + (3 — 3t)e?
Donc {

Xa(t) = - et + (2 — 3t)e?
x3(t) = te?t

ECG2 : Année 2024-2025



