Chapitre 21 — Systémes différentiels — Exercice niveau 2

Préambule :
Soit (An)nein est une suite de matrices de Mp(IR) et soit A € Mp(IR).

On dit que la suite de matrices (An)nein CONverge vers A si chaque coefficient de An converge vers le

coefficient correspondant de A.
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On admet que, pour toute matrice A € Mp(R), la série Y ol A" est convergente (c’est-a-dire que la somme

nelN "
partielle converge).
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Pour toute matrice A € My(IR), on peut donc définir : exp(A) = > o A
n=0 "

On admet que, si A € Mp(R) et B € Mp(IR) commutent, alors exp(A + B) = exp(A).exp(B).

I. Propriétés de I’exponentielle de matrices.

1) On suppose dans cette question que A est une matrice diagonale. Déterminer exp(A).
Déterminer en particulier exp(0p).

2) En déduire que V A € Mp(IR), exp(A) est inversible et déterminer son inverse.

3) Soit A et P deux matrices de Mp(IR). Si P est inversible, montrer que : exp(P.A.P1) = P.exp(A).P

I1. Résolution d’un systéme différentielle linéaire

Soit A € Mp(R) et Xo € Mp1(IR) . On considére le systéme différentielle X* = AX.

On admet que la solution du systéme qui vérifie X(0) = Xo est : X(t) = exp(tA)Xo

(on pourra remarquer 1’analogie avec les équations différentielles homogenes d’ordre 1)

Exemple :
X1’ () = Xa(t) — 3xa(t)
On cherche a résoudre le systéme différentiel : (E) : { X2’ (t) = Xa(t) — Xa(t) — 6x3(t)
X3’ (t) = - Xa(t) + 2x2(t) + 5xa(t)
avec pour « conditions initiales » : x1(0) = 1, x2(0) = 1, x3(0) = 0.
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a) Déterminer exp(tD).
b) Calculer N? et en déduire exp(tN).
c) Déterminer exp(tB)
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a) Calculer P.B.PL,
b) En déduire les solutions de 1’équation (E).
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