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Chapitre 22 — Chaines de Markov

1. Graphes probabilistes

On considere un systeme qui évolue dans le temps. Ce systeme peut avoir p états distincts (notés de 1 a p), et
est a chaque instant dans un et un seul de ces états.

On ¢étudie son évolution a temps discret (instant 0, instant 1, ...).

Pour n € IN, on note X, la variable aléatoire égale au numéro de son état a I'instant n.

(Onadonc Xn(QQ)= {1, ..., p})

On suppose que son évolution ne dépend que de son état présent, et non de ses états passés, ni du temps
déja écoulé. Mathematiquement, cela signifie que la loi de Xn+1 sachant Xo, ..., Xn ne dépend que de Xn,
et ne dépend pasden. (Vi e {1, ...,p}, V]je {1, ...,p}, Pexn=0)(Xn+1 = j) ne dépend pas de n)

On dit alors que (X») est une chaine de Markov homogene.

On peut représenter la chaine de Markov par un graphe orienté, dont les sommets sont les états possibles, et
dont les fleches d'un sommet a l'autre sont pondérées par les probabilités conditionnelles.

Plus précisément, I'aréte allant du sommet i au sommet j est pondérée par Pxn =i)(Xn+1 = J).

Un tel graphe sera appelé graphe probabiliste. (ou diagramme de transition).

Propriété :

Soit G un graphe probabiliste. Alors la somme des poids des arétes issues d'un sommet est égale a 1.

Démonstration :
P
Soiti € {1, ... p}. 3 Poxa=i(Xnet = J) = P ULy (Xo = J)) (par incompatibilite)
=1
=Pxn=i)(Q) =1 (une probabilité conditionnelle est une probabilité)

Remarque :
Attention, la somme des poids des arétes arrivant a un sommet n'est pas égale a 1.




ECG2 : Année 2024-2025
Exemple :

Un mobile se déplace entre trois points : A, B et C.

A l'instant 0, il est en A.

S'il est en A a l'instant n, il va aléatoirement en A, B ou C a l'instant suivant.
S'il est en B a l'instant n, il va aléatoirement en A ou C a l'instant suivant.
S'il est en C a l'instant n, il va en B a l'instant suivant.

Diagramme de transition :

Remarques :

_ On appelle trajectoire la liste des états successifs du systeme
_ Ondit qu'un état i est absorbant si Pxn=i)(Xn+1 = i) = 1.
C'est un état qu'on ne peut plus quitter.

2 Matrice de transition

Définition :

Soit (Xn)n < v Une chaine de Markov homogeéne a p états.
Pour n € IN, on appelle n-éme état probabiliste le vecteur ligne Vo = (P(Xn=1) ... P(Xn=p))

Remarque :

Les coefficients de ce vecteur sont tous positifs (car ce sont des probabilités).

La somme des coefficients est égale a 1 (car la famille ((Xn= i))i < (1,...p; forme un systéme complet
d'événements.

Un vecteur dont les coordonnées sont positives et dont la somme des coordonnées vaut 1 est appelé vecteur
stochastique.

Définition

Soit (Xn)n < v Une chaine de Markov homogeéne a p états.
On appelle matrice de transition, la matrice M = (mi)1<i<j € Mp(IR) définie par :
Vie{l,..,p},Vie{l,..,p}, Mij=Puxn=)(Xn+1 = J)
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Propriéte :

Soit M une matrice de transition. Alors :
_Vied{l,..,p},Vie{l,...,p},mij=0
n

_Vie{l,..,p}, >mij=1 (Lasomme des coefficients pour chaque ligne est égale a 1)
i=1

Remarques :
_ cette formule traduit que la somme des poids des arétes issues d'un sommet est égale a 1.
_ Soit M = (mij)i<i<j € Mp(R).
Vie{l,..,p},Vie{l,...,p},mij=>0
. n . . .
Sit) vie (,.,ph S mij=1 , on dit que M est une matrice stochastique.
=1
On peut alors montrer (voir exercice niveau 2) que 1 est une valeur propre de M, et que toutes ses valeurs
propres sont comprises entre -1 et 1.

Propriété : Matrice de transition et formule des probabilités totales

Soit (Xn)n < v Une chaine de Markov homogeéne a p états.
Si pour tout n € IN, V, est le n-eme état probabiliste et M la matrice de transition, alors :
Y ne N,

Vn+1 = Vn. M

Démonstration :
Pourtoutn € IN, (Xn=1), ...., (Xn = p) forment un systéeme complet d'événements, donc d'apreés la formule
des probabilités totales :

p
Vj € {1, cees p} P(Xn+1: j) = Z P(Xn: i)P(Xn: i)(Xn+1 :j)
i=1

Pxn=1)(Xnt1 =1) ... Pxxn=1)(Xn+1 =p)
Donc Vo.M = (P(Xn=1) ... P(Xa=p))

P(Xn = p)(Xn+1 = 1) . P(Xn = p)(Xn+1 = p)

= [% P(Xn: i)I:)(Xn: i)(Xn+1 = 1) ces Zp: P(Xn: i)P(Xn= i)(xn+1 = p)}

i=1 i=1
= ( P(Xn+1 = 1) . P(Xn+1 = p) )
= Vn+1
Remarques :
_on trouve P(Xn+1 =) & l'aide des arétes qui arrivent au sommet j.
L . [ Min(R) — Min(R)
_ Soit ¢ I'endomorphisme : { XXM

Alors la matrice de ¢ dans la base canonique est ‘M.
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Exemple :

Dans I'exemple précédent, notons X, la variable aléatoire égale a 1 si le mobile est en Sy a I'instant n, a 2 s'il
est en Sy a l'instant n, et a 3 s'il est en Sz a l'instant n.

On pose Vi = (P(Xn=1) P(Xa=2) P(Xn=3)).

Déterminer la matrice M telle que V n € IN, Vi1 = Vo.M

D'apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'événements (Xn = 1), (Xn = 2), (Xn=3),
P(Xne1= 1) = % P(Xn = 1) + % P(Xs = 2)
1
P(Xn+1=2) = § P(Xn+1 =1) + P(Xn =3)
_py- 1 _ 1 _

P(Xnr1= 1) =3 P(Xn = 1) + 5 P(Xa = 2)

1/3 1/3 1/3
Donc Vn1 = (P(Xn+1 = 1) P(Xn+1 = 2) P(Xn+l = 3)) = (P(Xn = 1) P(Xn = 2) P(Xn = 3)) 172 0 1/2

0 1 0

1/3 1/3 1/3}

=Vn.M avecM:[1/2 0 1/2
0O 1 O

Propriéte :

Avec les notations précédentes, on a :

VnoelN,VnelN,sin>no, Vh = Vno.Mn_no

Remarques :

_ Cette propriété se démontre sans difficulté par récurrence sur n.

_ On notera l'analogie avec les suites géométriques, en portant attention a I'ordre des matrices.
__attention, la matrice de transition est a droite !

Ex:

Dans I'exemple précédent, exprimer V, en fonction de M et n :

Ona:Vvne N, Vy=VoM" avec Vo= (PXo=1) P(Xo=2) P(Xo=3))=(1 0 0) (car le mobile est en
A al'instant 0).
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Remarque :

Si M est une matrice diagonalisable, de valeurs propres As, ..., Ap, il existe une matrice inversible P telle que

M 0
M = PDP*, avec D = .

0

}\’ln-no O
Dans ce cas Vi = Vno.M"™ = Vino.P.D"™P, avec D"™ =

3. Etats stables

Définition :

Soit une chaine de Markov de matrice de transition M.

Vie{l,...,p},wi=0

Soit W* = (w1 ... wp) un vecteur ligne tel que : Zp: wi=1 (W™* est un vecteur stochastique)
| i=1

Si W* = W*.M, on dit que W* est un état stable (ou une loi stationnaire) de la chaine de Markov.

Remarques :
_ On notera la similitude avec la notion de point fixe.
_ Si W* est un état stable et si Xo = W*, alors V n € IN, X, = W*,

Propriéte :

Soit W* un état stable de la chaine de Markov de matrice de transition M.
Alors "W=* est un vecteur propre de la matrice 'tM associé a la valeur propre 1.

Démonstration :

W* = W*.M donc '{(W*) = (W*.M)  {(W*) ='M.(‘"W*). En posant Y ='W*, onadonc 'M.Y =1.Y
De plus, la somme des coefficients étant égale a 1, le vecteur Y est non nul.

Donc ¢’est un vecteur propre de 'M associé a la valeur propre 1.

Remarque :

Pour chercher les états stables :

_on résout I'équation X.M = X, d'inconnue X € M1n(IR)

_ parmi les solutions, on cherche celles dont la somme est égale a 1.
_enfin, on vérifie parmi ces solutions si tous les coefficients sont positifs.
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Exemple :

Dans I'exercice précédent, déterminer le (ou les) état(s) stable(s)
Siw*=(X Yy z) estun état stable, alors W* = W*.M

1/3 1/3 1/3
(xyz)1l2 0 12|=(xy 2z)
0 1 O
rlx+1 =X r-gx+1 =0
3%T2Y7 3%TYT 4
1 1 y=3X y=5X
Y 3X T EY <9 3Xxy+2=0 ey 4,20 @ zj(
14dyo, Ivily 520 x-2=0 i
(3%72Y= (3XT2Y 27
Les solutions de W* = W*.M sont les vecteurs (x, %x, x), X e R.
x+y+z—1<:>x+ﬂx+x 1<:>1—0x-1 X = 3 y:ﬂxi:g z:i
3 3 10 3710 5 10°

Les coefficients sont tous positifs. Donc le systeme admet un état stable : (i % i).

Propriéte :

Soit (Xn)n e v Une chaine de Markov.
Si (Xn) converge en loi vers une variable aléatoire discrétes Y, alors V= (P(Y =1) ... P(Y =p))
est un état stable de la chaine de Markov.

Ebauche de démonstration :

Il est évident que V est un vecteur stochastique.

On pourrait démontrer facilement que I'égalité Vn+1 = V.M se traduit "en passant a la limite" par : V = V.M
Donc V est un état stable.

Remarques :
_ On notera l'analogie avec le théoréme du point fixe.
_ Dans I'exemple précédent on peut montrer que :

1( 2 1( 2 L2y
vn e N, P(Xo=1)= 15 20( ) P(Xn=2) = 5*10( ) P(%n=3) =35 20( 3)

Comme -1 < - 2 <1, nllrrjw(- :Zg) =0 donc I|m | P(Xn =

. _ _2 . _ _ i
3 1) 10 nILnDcoP(Xn - 2) - 51 nILrDooP(Xn = 3) = 10.

Donc (Xn) converge en loi vers Y de loi : P(Y =1) = % P(Y=2)= % P(Y=3) = %

On retrouve bien I'état stable de la chaine de Markov.




