Chapitre 22 : Exercices niveau 2 - Correction

M1 Mi2 ... Min 1 My1+Mi2+ ... +tmin 1
Mz21 M22 ... M2n 1 M21+ M2+ ...+ mon 1

1) MU = = = =U
mn,1 mn,2 mn,n 1 mn,j_ + mn,2 + ...+ Mnn 1

U= 0et MU = 1.U donc U est un vecteur propre de M de valeur propre 1.
Donc 1 est valeur propre de M.

2) a) X est un vecteur propre, donc X est non nul.

Donc une de ces coordonnées au moins est non nulle.

Donc au moins un des |xi| est strictement positif. Donc maxi<i<n (|xi|) > 0. |xk| > 0.

M11 M2 ... Min X1 X1

M21 M22 ... Man X2 X2
b) Ona MX =X =

Mn1 Mp2 ... Mnn Xn Xn

M1,1X1 + My2X2 + ... + mynXn = AX1
M21X1 + M22X2 + ... + m2nXn = AX2

Mpn,1X1 + Mp2X2 + ... + MpnXn = AXn
En particulier mi1X1 + Mi2X2 + ... + mgrXk + ... + mMinXn = AXk]

n n n
=Y miixi donc | axi| < 3 miixil | ax] < X miilxi| (car coeff. positifs)
i=1 i=1 i=1

n n n
Or Vie{l,..,n}|x|<|x| donc ¥ (mk,i|Xi|) <y (mk,i|X|<|) = | x| ¥ mii = | x|
i=1 i=1 i=1

Donc ||| xk| < |x«|

En divisant par | x| > 0 : |k| <L

n
3)a)SiA e SietB e sy, alors AB = (cij) avec Vi € {1,.,n}, Vj € {1,.., n}, cij = 2 aikbk;.
k=1

Vke{l,...,n}, aik>0etbkj>0donc ajkbkj> 0 donc cij > 0.

n n n n n n n n

Vie{l,.,n} Xcij=>|X ai,kbk,jj => [Z ai,kbk,jj => (ai,k EZ bk,iD =2 (aikx1)=1
=1 =1 \k=1 k=1\j=1 k=1 j=1 k=1

Donc AB € .

b) Par récurrence sur p :

_pourp=0:A%=1I, Orly e S (coefficients positifs, somme des colonnes = 1) donc A% .
_supposons que AP € S :

Comme A et AP appartiennent a s,, d'aprés la question a), A x AP € §, AP*! e .

Donc Vp e N, AP € s
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