Chapitre 3 : Les suites — Exercices niveau 2

Exercice 1
On rappelle que pour tout réel u, [u] désigne la partie entiere de u, c'est-a-dire le nombre entier vérifiant :
[u<u<[u] +1.

Soit X € IR. Déterminer la limite de [n—:l

Exercice 2 - Méthode de la partie principale
On admet le résultat suivant : (Theoréme de Césaro)

. . . .. Uo+ ... +una .
Si une suite (un)n >1 converge vers un réel L alors la suite f“ converge aussi vers L.

Soit f une fonction continue sur IR. On suppose qu'il existe o. > 0 tel que f(X) — X ~o - ax®.

Soit ite défini _{U0>0
oit (un) une suite definie par : | ) _ N, Une1 = f(Ur)

On suppose que Vn € IN, u, > 0 et que nIer) un = 0.
1

Un+1 - Un’

Pour tout n € IN, on pose vn =

1) a) Montrer que Un+1 ~+« Un.
n-1

. L .1
b) Montrer que lim v, = o. En déduire lim = > vx.
n— +w n— +oof k=0

n-1
2) Montrer que . Vk~+w i. En déduire que Un ~+ o L
k=0 Un an

Exercice 3 — Suite récurrente et sens de variation de la fonction sous-jacente
On considere une fonction f définie sur un intervalle I tel que f(1)  I.
Uo € |

vn e IN, Up+1 = f(Un)

Soit g la fonction définie sur | par : V x € 1, g(x) = f(x) — x.

1) Montrer que V n € IN, un € .

2) Dans cette question, on suppose que f est croissante sur I.

a) Montrer que si g(uo) > 0 alors (un) est croissante.

b) Que se passe-t-il si g(ug) <0 ?

3) Dans cette question, on suppose que f est décroissante sur I.

Vn = U2n

Whn = U2n+1

Soit (un) la suite définie par : {

On définit les suites (Vn)n e n €t (Wn)he npar: V n €N, {

On pose également h = f - f.
a) Montrer que V n € IN, wn = f(Vn), Va+1 = h(Vn) €t Wn+1 = h(wWn).
b) En déduire que les suites (vn) et (wn) sont toutes les deux monotones, de sens de variation opposés.

4) Un exemple : Soit (un)n < N la suite définie par up = 1 et la relation un+1 = v nelN.

1+ un

a) Montrer que V n € IN, un € [0;1]
b) Montrer que les suites (Uzn)n < In €t (U2n+1) n « v SONE CONVergentes.

c) Résoudre dans [0;1] I'équation 1 . X.

1
1+1+x

d) En deduire que la suite (un)n < n converge et donner sa limite.
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