Chapitre 3 : Les suites — Feuille n°2

Exercice 1
1
2+X

Soit f la fonction définie sur [0; + oof par : V x >0, f(x) =

U =0

vV NnelN, U= f(Un)'

1) Montrer que (un) est bien définie et que V n € IN, un> 0.

2) Montrer que (un) a une seule limite reelle possible L, que I'on déterminera.

n
3) Montrerque Vn e IN, |un—L| < G) |uo—L[. En déduire lim un.

Soit (un) la suite définie par : {

4) En remarquant que L < 1, déterminer un rang n pour lequel u» est une valeur approchée de
L &10% pres.

Exercice 2

On considere la fonction f définie sur ]0;+ oo[ par f(x) = x + In(x).

1. Pour n € IN quelconque, montrer que I'équation f(x) = n admet une unique solution X.
2. Montrer que la suite (xn) est croissante.

3.a) Montrerque Vn>1, xn <n, puisque Vv n>1, n—In(n) < Xn

b) En deduire la limite, puis un équivalent de (xn) en + 0.

4. Montrer que nllrpwxn -nN=-oo,

Exercice 3

Soit, pour tout entier n € IN, f, la fonction définie sur ]0; + oof par fa(X) = n.X + In (X) .

1. Pour tout n e IN, montrer que 1’équation fa(x) = 0 a une unique solution X, sur ]0; + oof et
que x» € ]0;1].

2. Déterminer Xo.

3. a) Montrer que pour tout n e IN et pour tout x € ]0,+ oo[ : frs1(X) > fn (X)

b) En déduire que V n € N, fr+1(Xn) > 0 puis que la suite (Xn)n < v €St décroissante

4. a) Montrer que (xn) converge.

b) On admet que ¥ x € ]0; + o[, X — In(x) > 0.

Montrer que V n > 1, X, < % En déduire la limite de (Xn)n en.

c) Déterminer lim n.xn.
n— +oo

Exercice 4 (en plus)
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3 et f, I'application définie sur R* par :

fax)=x"-nx+1
1°) Montrer I'existence de deux réels an et bn vérifiant : 0 < an < 1 < by et fa(an) = fa(bn) = 0.
2°) Etude de la suite (an) :
a) Montrer que V x € [0;1], fn+1(X) — fa(X) < 0.
En déduire le signe de fn+1(an) et en déduire que la suite (an) est décroissante.

1+a"

b) Montrer que V n> 3, an = . En déduire, a I'aide d'un encadrement que nIerg an = 0.

c) Montrer que (an) est équivalent a 1/n.
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