Chapitre 4 Les séries — Correction exercices niveau 2

Exercice 1
1 1 _k+l-k_ 1 1 1 _k-k=1H__1
1) Pour toutk > 2,3 — 1~ = k(k+1) k(k+1) k-1 k= kk-1) ~k(k-1)

k—1<k<k+1donc (0<)k(k—1) <k <k(k+1)

La fonction inverse est décroissante sur ]0; + o[ donc

2) Donc pour tout n > 2, Z (l L j

k k+1 oo oo
e oo L1 1,1 3 1 1
Par sommes télescopiques : >+l SSn—lzsl—n doncz—n+1£Sn£2—n
i N | 1 .
3) Pour toutn > 1, Sp+1 — Sp = Z kz_ Zkz— n+ 1)220d0nc (Sn) est croissante.
vn>2,S,<2~ % < 2 donc (Sn) est majorée par 2. Donc (Sn) converge vers un réel S.
.3 1 3 . _ 1 o 3
lim = - =5 limSy=S I|m2— = 2 donc par passage a la limite dans l'inégalité : 5<S<?2
no+o?2 N+1 2 no+o n— +oo 2
N N N
. . 1 1 1 1 1
4)80|tN2n+1.0na.k_Z(k k+1)< ZK<_Z(k 1 kj
=n+1 n+ k=n+
ocemminne . L1 &1 11
Par sommes télescopiques : i1 N+ 1sk_2 Kgn_N
=N+
e i : " ! 11
Par passage a la limite quand N tend vers + oo dans I'encadrement précédent : ) < P < o
k=n+1
OrS—-Sp= Jrfl Z +ZooiDn 1<S S<1
T EETZET 2 e e sy
n=1 k=n+1
Remarque :
3 1 1.3 . o . ST
On avait > o1 <Sh<2- n et > < S <2, mais on ne peut évidemment pas soustraire deux inégalités !
1 1
5)Vn>1 0<—=<S-Sy< donc|S- Sn|<—

Pour que Sy, soit une valeur approchée de S a 107 prés, il suffit que % <107 < n>10'.

D'ou le programme suivant :

s=0

for k in range(1,10**7+1):
s=s+1/k**2

print(s)
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Exercice 2

2N+2 2N
1)a) YN e N, Ther—Tn=Sone2—Son= D (-1)"an— 2. (-1)"an = (-1)N*agnes + (-1)2N*2agnse2
n=0 n=0

= - azn+1 t axn+2.

Comme la suite (an) est décroissante azn+2 < a@xn+1  a2n+2 — a2n+t < 0. Donc (Tw) est décroissante.
De méme, Un+1 — Un = Sonss — Soner = (-1)?N*2apne2 + (-1)2N3aan4s = aonez — a2nes > 0

Donc (Un) est croissante.

Enfin YN € IN, Un — Tn = Sonet — San = (-1)2M tagns = - aone.

Jim an = 0. Donc lim (Un—Tn) = 0. Donc les suites sont adjacentes.

b) Donc les suites (Szn) et (San+1) convergent vers la méme limite. Donc la suite (Sn) converge.

Donc la série Y. (-1)"an converge.
nelN

2) a) Posons an = % Vvn > 1. La suite est positive, décroissante et tend vers 0. D'aprés la question 1), la série

_ n
> ( ﬁ) converge.

n>1

b)vVn>1, = et la série Z 0 (série harmonique) diverge. Donc la série )| i—nL ne converge pas
n>1 n>1

absolument.

Exercice 3

1) So(x) = g (Ié)x"'o = gxk = ﬁ (car-1<x<1)

2) SH(X) + XSra(x) = z (P ox T (f)xeen = 2 (s 3 ()i

k=r+1 k=r+1
(e 0 K (e 5O (e
k= k=r+1 k=r+1
=1+ Z(r+1 XK =1+ b (r+1)Xk Frk=k+1)
k=r+1 k' -r+ 2
Et Ske1(X) = Jrf (lr(+1)x"‘(r+1) = (Hl)x + Z (r+1)Xk 1=1 donc Se(X) + XSr+1(X) = Sr+1(X)
k=r+1 k=

1 1
(1-x)" 1-x™

3) Donc Sr+1(Xx) = %_% suite géométrique de raison ﬁ Donc Si(X) = So(X) x
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