Chapitre 5 — Probabilités - Correction exercices niveau 2

Exercice 1
1) An=F1...Fan PiF2.. . Fa n P1P2F3...Fhn Y ...P1...PnaFn N P1... Py

n
Donc P(An) = p"+ gxp™t + g? x p"? + ...+ q" = D p"*gk (n —k piles puis k faces)

k=0
n+1 En+1_gn+l
5 (4) 1_@ pt _p™tog?
2) P(Ap) =p" () =px ———=pn" =
) P(An) Pt p) =P 1_% p" % 9;9 0_0q

Exercice 2
1) P(A1 U A2) =P(A1) + P(A2) — P(A1 n A2) <P(A1) + P(A2) car - P(A1 " A2) <0
2) Par recurrence sur n :

1 1
_pourn=1:P (Uk:lAk) =P(A1) > P(Ax) = P(A1) donc la propriété est vraie au rang 1.
k=1
n n
__supposons qu'a un rang n, P (Uk:lAk) < D P(AX).

k=1
n+1

P ukzlAk) = P((UE:lAk)UAn+1> < P(uﬂzlAk) + P(An+1) d'apres la question 1

n n n+1 n
or P (UketA) < 3 P(AY donc P (UketAk) < 3 PAK) + P(Ans)
k=1 k=1

n+1

n+1
P (Uk:lAk) < > P(AX).
k=1

n n
Donc vn > 1, P(UyerAi) < 3 P(AY).
k=1

Exercice 3
1) card(Q2) = n" (n possibilités pour chaque boule)

X ‘ I
card(A) = n! (n choix pour la 1°® boule, n — 1 pour [a2°™, ...) pn= %

2) Pprtr _ (n+DIN" 0"
P ni(n+21)™ 7 (n+1)"
que (pn) est convergente.

<1 donc (pn) décroissante. Comme (pn) minoree par 0 (probabilité), on sait

3)Pourn>2 n'=2x.xn<n" donc0<pn S% par encadrement, 1im pn = 0.

Exercice 4
1) Yn e IN, An (@ An+1 donC P(An) < P(An+1) pn < pn+1
La suite (pn) est croissante et majorée par 1 (car probabilité), donc converge.

2) a) Les (Ai) étant inclus les uns dans les autres, on a : U?:OAi = An

b) An = (An N An1) U (An ™ Ani ) = Ant U Bn (union disjointe).

Donc P(An) = P(An-1) + P(Bn)  P(Bn) = P(An) — P(An-1) = pn — pn-1.

c) Onvoit que : An = U?:OBi (qu'on peut déemontrer par récurrence sur n)

d) ¥n>1, UL A= UL Bi donc U oA = Ui B
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+ oo
A= U::BOBi et les (Bi) sont disjoints, donc P(A) = > P(Bi)
i=0

n n

Soitn € IN, >  P(Bi) =P(Bo) + 2. (pi— pi-1) = po + pn — Po (par télescopage) = pn
i=0 i=1

donc P(A) = nIirpmpn.

3)VneN,CpuicChdonc Cn © Corr Anc At

Deplus, Vne N, M Ci =UL, Ci =ULAI donc M Ci =UpoA

D'apres la question 2, la suite (P(An)) converge (donc P(Cn) = 1 — P(An) aussi), et :

P( MioCi j = P(ui*:‘;fAi) = lim P(Ar) =1~ lim P(Cr)

Donc P (ﬁ::BOCi) =1- (1 - n|LI’T+1wP(Cn)) = lim P(Cy)
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