ECG2 : Année 2024-2025 _
Chapitre 5 : Probabilités - Généralités |

1. Dénombrement

Avec ordre : n(n—1)...(n—p+1) = " rl!p)! possibilités
Eléments distincts (tirages successifs sans remise)
—
Choix de p éléments T~ sansordre: ® = pl(nn—l_p)l possibilités
dans un ensemble (tirages simultanés)

de n éléments

Eléments non distincts (avec ordre) : nP possibilités
(tirages successifs avec remise ou lancers d'un dé, d'une piece, ...)

Remarque : Pour dénombrer, pensez a faire des listes, des schémas, des tableaux, ...

Ex:
1) On lance trois fois un dé. Combien de résultats possibles ?

6° possibilités
2) On tire 3 cartes dans un jeu de cartes de 32 cartes. Combien de résultats possibles ?

(?) = 2531220 < 4960 possibilités

3Ix2

3) Dans une urne qui contient 10 boules, on tire 3 boules successivement et sans remise. Combien de
résultats possibles ?

10 x 9 x 8 = 720 possibilités.

2. Définition et propriétés d'une probabilité

Définition :

Soit (Q, 4) un espace probabilisable. (Rappel : Q est I'univers, 4 est I'ensemble des événements)
On appelle probabilité sur (Q2, 4) toute application P de .2 dans R telle que :
NVAea0<PA)L1

2)P(Q)=1
3) Si (An)n < In €st une famille d'éléments de 2 deux a deux incompatibles, alors :
+ o0
> P(An) converge et P(Unein An) = D P(An)
n=0
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Propriété :
SoitA e 4,etBe 4 Ce 4,
_P(@) =0
_P(A)=1-P(A)

_SiAcB,P(A) <P(B)

_si A et B incompatibles, P(A w B) =P(A) + P(B)

_P(AUB)=P(A) +P(B) - P(A N B)
_P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-PBNC)+P(ANnBNC).

Définition : Soit A € 4.

Si P(A) = 0 on dit que A est un ensemble négligeable.
Si P(A) =1 on dit que A est presque sar.

Remarques :
card(A) _ nb de cas favorables
card(Q) nb de possibilités en tout

(Attention : toujours commencer par calculer card(€2) !)
_ne pas confondre : A : événement (opérations : N, U, A)
card(A) : entier naturel (opérations : +, -, x, /)
P(A) : réel entre 0 et 1 (opérations : +, -, x, /)
_ il faut toujours décrire I'événement avant de trouver sa probabilité ! (par une décomposition en éléments
simples, par une liste, par une phrase...).

_ Probabilité uniforme (équiprobabilité) : P(A) =

Exemples :
1) On lance 3 fois un dé. Quelle est la probabilité d'obtenir 3 nombres différents ?

Equiprobabilité : card(Q) = 6 x 6 x 6 = 6°
card(A) =6 x 5 x 4 donc P(A) = 2X2X4_ 5 __>

6x6x6 3x3 9

2) On lance un dé indéfiniment.
a) Pour i € IN, notons Ai+1 = "le premier six arrive au 2i+1 lancer". Déterminer P(Azi+1).
b) Soit A = "il faut un nombre impair de lancers pour faire un premier 6". Déterminer P(A).

I - 2i
P(A2i+1) =P(S1 N ... Sai N Sair1) = (g) % (lancers indépendants)

A ="on obtient un premier six au ler lancer ou au 3¢me lancer ou..." = A1 U Az U...
= Uy Aziv1 (incompatibles)

s tomeil 1 5y 1 1 1 36 6
dOﬂCP(A):ZP(Aznl):Z(g) E:EXZ(%):EX STt
i=0 i=0 i=0 1-==
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3. Probabilités conditionnelles et applications

3.1 Probabilités conditionnelles

Définition :

Soit A un événement tel que P(A) = 0 et B un événement.

On appelle probabilité de B sachant A le nombre : Pa(B) = PANB) Q(Q)B

Remarques :
_ on peut montrer qu'une probabilité conditionnelle est en particulier une probabilité, donc en a toutes les
propriétés
_ ne pas confondre :
_ P(A n B) : probabilité d'avoir A et B
_ Pa(B) : probabilité d'avoir B si on est dans la situation A.
En général, I'énoncé se traduit par Pa(B) ! Phrase avec 'Si** = probabilité conditionnelle

Propriété (Formule des probabilités composées)

_ Soient Az et Az deux événements.

Si P(A1) # 0, alors P(A1 N A2) = P(A1) x Pai(Az)

_Soit (A, ..., An) n événements telle que P(A1 m Az N... N An1) 2 0.

Alors P(A1 N A2 N ... M An) = P(A1) x Pa(A2)XPA1nA,(A3) X ... X PA n A0 A (An)

Définition :

Soit A et B deux événements. On dit que A et B sont indépendants si P(A N B) = P(A)P(B)

Remarques :
_siP(A)#0,0na:AetB indépendants < Pa(B) = P(B)
_si Ay, ..., An indépendants, P(A1 N ... N An) = P(A1) X ... x P(An)

_SiP(A) %0 et P(B) 0, Pg(A) = P(ﬁ (E)B) = PA(E’();)(A)

(Formule de Bayes, "probabilité des causes™)

Résumé :

Soient A1, A2, ..., An n événements.
_JP(A1) + P(A2) + ... + P(An) si Ay, ..., An incompatibles
_PArv Az .U An) = { formule du crible sinon

_P(A1n...NnAn) =
{ P(A1)P(A2)...P(An) si Ay, ..., An indépendants
P(A1)Pa1(A2)...Pai~. . ~an-1(An) sinon (formule des probabilités composées)
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3.2 Formule des probabilités totales

Définition :

Soit I < IN. (I fini ou infini) Soient (Ai)i < 1 une famille d'événements d’un univers Q.
On dit que la famille forme un systeme complet d’événements si :
_pourtouti=j, AinAj = (événements deux a deux incompatibles)

UicilAi =Q

Remarques :
_Un S.C.E. peut étre représenté par les branches d'un arbre.

_si(A)ieiformentun S.C.E., ona > P(Ai) =1 (sil estinfini, la série converge)

iel

Propriété : Formule des probabilités totales

Soit (Ai)i < 1un systeme complet d'événements et B un événement.

Alors (si | est infini les séries D P(Ai)Pai(B) et > P(Ai n B) convergent et)

P(B) = >, P(AinB)
iel
= > P(A)Pai(B) (si Vi e I, P(Ai) =0)

iel

Remarques :

_ Dans une expérience aléatoire a deux étapes, la FPT permet de calculer les probabilités liées a la
deuxieme étape (en prenant comme SCE les résultats de la premiere étape).

_ Applications aux marches aléatoires : voir paragraphe suivant

Ex : Une urne U; contient 2 boules rouges et 1 boule verte

Une urne U> contient 3 boules rouges et 1 boule verte.
On choisit une urne au hasard, puis une boule dans cette urne.
Probabilité de tirer une boule rouge ?

23 R
12 U <
13—V
34— R
12~ U, <
VA~V

(U1, Up) formentun S.C.E. . D'apres laF.P.T. :
1.2 13
P(R) = P(Ul)PU1(R) + P(UZ)PUZ(R) = E X § + E X Z =

8,9 _17

2412472




ECG2 : Année 2024-2025
3.3 Application aux marches aléatoires

On considere un systéme qui peut avoir plusieurs états (en général 2, 3 ou 4).
A chaque étape il passe d'un état a un autre de maniere aléatoire.

Méthode :

(Par exemple dans le cas de trois états possibles A, B, C) :
_ notons An = "le systéme est a I'état A apres n étapes"”, idem pour By et Ch.
Posons pn = P(An), dn = P(Bn), r = P(Ch).
_on prend comme S.C.E. les événements a I'étape n (An, Bn, Cn)
(faire un arbre avec les rangs n et n+1).
_ I'énoncé nous permet de trouver Pa (An+1), et les 8 autres probabilités conditionnelles
_on applique la formule des probabilités totales pour An+1, Bn+1 €t Ch+1.
Pn+1 = a.pn + b.Qn + C.In
_on obtient des formules de récurrence du type : { gn+1 = d.pn + €.0n + f.1n
M+t =g.pn + h.Qn + i.1n
(sans oublier que pn+ gn+ rn=1)
_ pour trouver I'expression de pn, gn, r'n €n fonction de n :
__on reconnait des suites usuelles (géométriques, ...)
_on utilise les matrices : voir chapitre "Chaines de Markov"

Exemple :

Un joueur de tennis joue un grand nombre de matchs.

Son premier match de la saison est gagné.

S'il gagne un match, la probabilité qu'il gagne le suivant est 2/3, s'il le perd, la probabilité qu'il gagne le
suivant est 2/5.

Pour n > 1, on note Gn : "il gagne le n-eme match de la saison" et P, = "il perd le n-eme match"

On pose également :  un =P(Gn) Vi =P(Pn)

1) Pour n > 1, exprimer un+1 €t Vn+1 en fonction de un et vn.

2) En déduire que ¥ n € IN, Un+1 = 1i5 Un + %

3) En déduire I'expression de un et vy en fonction de n.
1) 2/3 Gn+1
G <
1/3 Pn+1
2/5 Gn+1
Pn <
3/5

Pn+1

(Gn, Pn) est un systeme complet d'événements. D'apres la formule des probabilités totales :

P(Gn+1) = P(Gn)Pon(Gn+1) + P(Pn)Ppn(Gn+1)  Un+1 = 2 Un + 2 Vn  De méme, Vns1 = 1 Un + 3 Vh.

3 5 3 5
2 2 2 2 2_4 2
2)Vn>1,va=1-un doncun+1=§un+g(1un):(ggjuﬁg:Euﬁg
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3) (un) est une suite arithémetico-géometrique.

Pointfixe'c-ic+Z Ec-g C_Exg—i
T T T T T Y T

Doncwnh=u iest éométri uederaisoni W —(i)n_lw avec wi = u E—1 6_5
n=Un—77€st9 q 15 W=l15) W TR T

(le premier match est gagné)

o E(ATIE 8 (A
"T11715) 11 "T11 15/ 11

et (e (85 (7
n- n- 11 \U5) 11) 11 \15) 11

Remarque : 1l est parfois plus simple de décrire I'événement par une phrase qu'a l'aide d'un arbre.
(par exemple, quand il y a un grand nombre d'états possibles)

Ex : Un joueur jette plusieurs fois une piéce équilibrée.

Il commence avec un gain de 0 euros. Son gain pourra étre positif ou négatif.

Quand il obtient un pile, son gain augmente d'un euro. S'il obtient un face, son gain diminue d‘un euro.
Pour n e IN, soit X la variable aléatoire égale au gain du joueur aprés n lancers (en euros).

Montrer que i € £-n—1, ..., n + 1} P(Xne1 = i) = % P(Xn=i—1) + % P(Xn =i+ 1).

(Xn+1 = 1) = "Soit au bout de n lancers, il y a un gain de i — 1 euros, puis il fait pile, soit au bout de n lancers,
il yaungraindei+ 1 euros, puis il fait face"
= ((Xn=1=1)"Pix1) U ((Xn =i + 1)NFisy).

Par incompatibilité et indépendance, P(Xn+1= i) =P(Xn=1i-1) x % +P(Xh=i+1)x %

Conclusion :

Pour déterminer la probabilité d'un événement, on peut :
_ dénombrer le nombre de possibilités (dans le cas d'équiprobabilité)
_exprimer I'événement & I'aide de réunion ou d'intersection d'événements élémentaires (pile, face, ...)

_ utiliser la formule des probabilités totales lors d'une expérience a plusieurs étapes




