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Chapitre 6 : Variables aléatoires discrétes

1. Loi d'une variable aléatoire réelle discrete
1.1 Définition et loi

Définitions :

Soit (Q, 4, @ un espace probabilise.

Soit X une application de Q dans R.

Pour tout X € IR, on note : (X<X) ={w € Q/ X(w) <x}

Si pour tout réel x, (X < x) € 4, on dit que X est une variable aléatoire.

De plus, si on peut écrire X(QQ) = {xi, i € 1}, ou | est une partie de IN ou Z, on dit que X est une variable
aléatoire discréte (VARD)

Définition :

Soit X une V.A.R.D.
On appelle loi de probabilité de X la donnée de X(Q) et de P(X = xi), pour tout xi € X(Q).

Propriéte :

Soit X une V.A.R.D., avec X(Q2) = {xi, i € I}.
Alors la famille (X = xi)i 1 est un systeme complet d'événements de Q.

En particulier,onadonc: > P(X =xi) =1.

iecl

Propriéte :

Si X etY sont des V.AR. discrétes et A € R, alors A X, X + Y, max(X,Y), min(X, Y), XY sont des V.A.R.
discrétes.

Méthode :

Pour trouver la loi d'une VARD X :
_ identifier la définition de X : "X est le nombre de ..."
_déterminer X(Q)
_pour x € X(Q), déterminer (X = x) puis P(X = x).
(Si X(Q) est petit, on présente souvent le résultat dans un tableau)
_on peut aussi reconnaitre une loi usuelle (voir paragraphe 2)

Exemples :

1) On lance 3 fois une piece. La probabilité d'obtenir "pile" est 2/3.

On dit qu'un lancer est un changement s'il améne un résultat différent du précédent.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de changements survenus durant les 3 lancers.
Déterminer la loi de X.

X(Q) = {0,1,2}
(X=0)=PPPUFFF (X=1)=PPFUPFFUFFPUFPP (X= 2)=PFP U FPF
Par indépendance des Iancers:P(X:O):(g)s+(l)3:8+1:i:§
3 3 27 27 9
22 1 (12 2 2 (12 1 (22 _12 4 2 1 2 1 2 1 6 2
P(X-D-@ X§+(§] X§+§X(§) +§X(§) “37-9 PXE2=3x3x3¥3x3%37779
i 0 1 2
P(X = i) 3/9 4/9 2/9
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2) On considére une piéce truquee dont la probabilité de faire pileestp € p € ]0;1[. Onposeq=1-p.
On lance la piece, puis on relance la piece jusqu'a obtenir un résultat différent du premier.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires en tout. Quelle est la loi de X ?

X(©Q)=1{2,3,...} =N\ {0, 1}
Vk>2, X=K) =P1n...0nPranF) U (Fin ... N Frk1n Py)
Donc, par incompatibilité et indépendance des lancers, P(X = k) = p¥iq + g**p.

Propriéte :

Soit | une partie de IN. Soit (xi)ic 1 une famille de réels distincts et soit (pi)i < 1 une famille de réels.

Il existe une variable aléatoire X telle que X(Q) = {xi, i e I} et Vi e I, P(X = x;) = pi si et seulement si
Viel, pi20
2pi=1

iel

On dit que la famille (pi)i <1 définit une loi de probabilité.

Exemple :
Soit (pn)n < N la suite définie par: V n e IN, pn = %
Montrer que la suite (pn)n < v definit une loi de probabilite.

vn € IN, pnzﬁzo.

N =
X
N
1
[EEN

1 (1) 1 . w11

=3 2 |5| -1<3<1donc lasérie converge et Y pn=3 x
2 2 2 ~ 2

neliN nel n=0 1-—

N[

Donc (pn)n < v définit une loi de probabilité.
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1.2 Fonction de répartition

Définition :

Soit X une VAR.
On appelle fonction de répartition de X I'application : Fx définie sur R par : V X € R, Fx(x) = P(X £x)

Propriétés de la fonction de répartition :

Soit X une V.A.R. et Fx sa fonction de répartition.
HVxe RIOLSFx(X)<1

2) Fx est croissante sur R

3) XILrpw Fx(x) =0, XILrpw Fx(x)=1

4) V(a,b) € R?avec a<b, P(a< X <b) = Fx(b) — Fx(a)

1.3 Fonction de répartition d'une VAR discrete

Courbe :

Si X est une VARD, Fx est une fonction qui est constante par intervalle, n'est pas continue sur IR, n'est pas
strictement croissante sur R

Dans le cas d'une variable aléatoire a valeurs dans IN, on étudie plutét P(X <k), avec k € IN, (ou P(X > k),
P(X <k), P(X > k).

IMPORTANT : Méthode :

Dans certaines situations, il est plus simple de chercher la fonction de répartition que la loi :

_ (X <K) : utile lorsque X est définie comme un maximum

Si X =maximum (X <Kk)="toussont<k" (analogue avec (X <Kk)

_ (X>K) : utile lorsque X est définie comme un minimum.

Si X =minimum (X > k) = ""tous sont > k" (analogue avec (X > k)

_ (X>K) : utile lorsque X est définie comme le rang d'un premier succeés (la 1% fois que...)
Si X =rang du 1% succés (X > k) = "les k premiers essais sont des échecs""

Remarque :
Si X est a valeurs dans IN,
VkelN,PX<k)=P(X<k-1) PX>K)=P(X>k+1)
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Exemples :

1) Reprenons l'un des exemples précédents : on lance une piéce (probabilité(pile) = p).
X est le rang du premier résultat différent des precédents.
Pour k > 1, déterminer P(X > K).

VvV k>1, (X >Kk)="les k premiers lancers donnent le méme résultat"
P(X>k)=P(P..PuUQ...Q) =p“+g

2) On lance deux fois un dé. Soit X le plus grand numéro obtenu.
Pour k € {0, ..., 6}, déterminer P(X <K).

card(Q) = 6% = 36.
V ke {0, ..., 6}, P(X<K)=P("les deux numeros sont inférieurs a k™) = P(""les deux numéros sont entre 1 et

w K
k") = 36
Propriété :
Soit X une V.A.R.D. a valeurs dans IN. Alors :
k k-1
1)VkelN, Fx(kl=P(X<k)=> P(X=i) P(X<k)=> P(X=i)
i=0 i=0
+ o0 I + o0 I
PX=Kk)= 2 P(X=i) PX>k)= Y P(X=i)
i=k i=k+1

2)VkelN,P(X=K)=P(X<k)-P(X<k-1)=Fx(k) - Fx(k-1)
P(X=k)=P(X <k +1)-P(X <K)
PX=K)=P(X2K)-P(X2k+1)
PX=k)=P(X>k-1)-P(X>Kk) (faire un schéma)

A l'aide d'un schéma :

| k=1 ] k | k+1 |

| k=1 | k | k+1 ]

| k=1 ]| k | k+1 |

| k=1 | k | k+1 |

Remarque :

Ces formules permettent de trouver la fonction de répartition lorsqu'on a la loi, ou inversement. Elles sont
inutiles si on n'a aucune de deux
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Exemple :
1) Suite du 1*" exemple :
On atrouvé que ¥V k > 1, P(X > k) = pk + g~.
Retrouver la loi de X.

Vk>2,P(X=Kk) =P(X>k—1) - P(X > k) = p! + ¢** — (p* + ¢¥)
=p“i1-p) + g 1-0q) =p“la+q“p.

2) Suite du deuxieme exemple :
2
On atrouve que X(QQ)= {1, ...,6}etque Vk € {0, ..., 6}, P(X<Kk) = :I;—G

Déterminer la loi de X.

K (k—1)? K- (K- 2k +1)
36 36 36

Vke{l,..6},PX=k=PX<k-P(X<k-1)=

k-1
- 36

1.4 Espérance d'une VARD

Définition :

Soit X une VARD telle que X(Q) = {xi, i € I} (avec | — IN).

Si X(Q) est fini ou si la série Y’ xi.P(X = x;) est absolument convergente, on dit que X admet une
iel

espérance. Dans ce cas, on appelle espérance de X, le réel E(X) = > xi.P(X = xi)

iel

Remarques :
_si X(QQ) = N, lasomme devient Y i.P(X =1i)
iel
Viel i.P(X=1i)>0.Donc ) i.P(X =i) est absolument convergente ssi si elle est convergente.
_ E(X) représente la "valeur moyenne de X". Attention a la cohérence du résultat !

Propriété

soit X et Y deux variables aléatoires qui admettent une espérance, et
si'Y 2 X (c'est-a-dire V o € Q, Y (o) > X(w)) alors E(Y) > E(X).
En particulier, si X > 0, et si X admet une espérance, E(X) >0
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Exemple :
1) Suite du ler exemple du chapitre :
On a trouve pour loi de X :
i 0 1 2
P(X =) 3/9 4/9 2/9
Montrer que X admet une espérance et déterminer E(X).

2
X(€Q) est fini donc E(X) existe et E(X) = 3 i x P(X= i) = 0 xg+ 1 xg+ 2 x%:%
i=0

2) Soit X une V.A.R.D. telle que X(Q2) = IN et Vk € IN, P(X =K) = %

Montrer que X admet une espérance et déterminer E(X).

> kPX=K)= > ksigz k+1 Z k( )" 1.1<z Lo 1 donc la série converge absolument.
kelN kelN 2 4 2

Donc X admet une espérance et E(X) = 411

Théoréme de transfert :

Soit X une VARD, (X(Q2) = {xi, I € I} et g une fonction de X(€2) dans R. La VARD Y = g(X) admet une
espérance si et seulement si X(Q2) est fini ou si la série Y. g(xi)P(X = xi) converge absolument.

i
Dans ce cas, E(Y) = E(g(X)) = > g(xi)P(X = xi)

iel

Remarques :
_si X(Q) = N, la formule devient E(g(X)) = 2. g(i)P(X =)
iel

_ cette formule est trés importante. Elle servira encore plus dans les sujets "niveau 2"

Exemple : Soit X une variable aléatoire telle que X(QQ) =N et Vk € IN, P(X = k) = %

Soit Y = eX. Montrer que Y admet une espérance et calculer E(Y).

i 1 11
> e*P(X= k):Z—k oK oK
k>0 k >0 k >0 k >0

I\JII—‘

(¢]

1 - \ Ly
-1< %6 < 1 donc la serie converge absolument. Donc, d'apres le théoreme de transfert, Y admet une

Zl J1,1 11 1 2 e
2 (2e)" 2 17272 -1 221 2e-1
1__
2e 2e

espérance et E(Y) = %
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Propriété : Linearité de I'espérance

Soit X une V.A.R.D. et a et b deux réels.
Si X admet une esperance, alors Y = aX + b admet une espérance et E(Y) = E(aX + b) =aE(X) + b

1.5 Variance d'une V.A.R.D.

Préliminaire : Espérance de X?
Soit X une VARD, avec X(Q) = {xi, i € I}.
D'aprés le théoréme de transfert, Y = X2 admet une espérance si et seulement si X(Q) est fini ou si la série

> xi?P(X = xi) est absolument convergente.
iel
Dans ce cas, E(X?) = > xi?P(X = xi).

iel

Exemples :
1) Soit X une VARD qui suit la loi :
i 0 1 2
P(X=1) 3/9 4/9 2/9

Montrer que X? admet une espérance et déterminer E(X?)

X(Q) est fini donc X2 admet une espérance et :

2
. . 3 4 2 1 4
EX) =Y i2xP(X= i)=02xo+12x~+22x=="5=2

2) Soit X une variable aléatoire telle que : X(Q) =IN VYV k e IN,P(X=K) = %
On admet que X admet une espérance et que E(X) = 1.
Montrer que X? admet une espérance et déterminer E(X?).

P(X=K)= YKtz 3 (kk—1+ K2k =L S rk—1 27+ L 1
ZKPO=0= XK= B (kD +Rp} =g k0[5 g 2]

1 -
-1< 5< 1 donc les séries convergent absolument.

Donc d'aprés le théoréme de transfert, X2 admet une espérance et

E(XZ):%X 2 1, 1 _2x8,4_4

T
2 2
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Définition

Soit X une V.A.R.D. qui admet une espérance.
Si (X — E(X))? admet une espérance, on dit que X admet une variance, et dans ce cas on appelle variance de

X le nombre réel V(X) = E((X — E(X))?) et écart-type de X le nombre o(X) = /V(X)

Remarques :
_ (X=E(X))?=0donc V(X) > 0. La définition de o(X) a donc un sens
_lavariance et I'écart-type mesurent la dispersion d'une variable aléatoire.

Propriété - Formule de Konig-Huygens :

Soit X une V.A.R.D.
X admet une variance si et seulement si X2 admet une espérance.
Dans ce cas, V(X) = E(X?) — E(X)?

Remarque : Dans la plupart des exercices, ¢’est ainsi qu’on calcule la variance d’une variable aléatoire.

Ex : Suite de I'exemple précédent :

Montrer que X admet une variance et déterminer V(X).

X admet une espérance et un moment d'ordre 2 et E(X) =1 et E(X?) = 3.
Donc X admet une variance et V(X) = E(X?) —-E(X)?=3-1=2.

Propriéte :

Soit X une V.A.R.D qui admet une variance V(X). Soit Y =aX + b.
Alors Y admet une variance et V(Y) = V(aX + b) = a?V(X) et

o(Y) = 6(ax + b) =|alo(X)

Remarque : Attention V(aX + b) #aV(X) + b !

Interprétation :

on a donc V(X + b) = V(X) : une translation des valeurs ne change pas la dispersion
V(aX) = a®V(X) : par exemple quand on multiplie les valeurs par 2 ou -2, la variance est
multipliée par 4, et I'écart-type par 2




2. Lois usuelles
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Nom Situation X(Q) P(X =k) E(X) V(X)
Certaine ((a) résultat presque certain {a} PX=a)=1 a 0
Uniforme Equiprobabilité {1,...,n} 1 n+1 | n*-1
UL, n]]) n 2 12
Bernoulli succes de probabilité p {0,1} PX=0)=1-p p p(1-p)
B(p) X =1 si succes PX=1=p
X =0sinon
Binomiale n épreuves de Bernoulli {0,...,n} (L‘)p"(l —p)"k| np np(1l-p)
B(n,p) indépendantes
X = nombre de succes
Poisson IN A A A
) ki ©
Géométrique épreuves de Bernoulli IN* 1-p*p 1 1-p
G(p) indépendantes P p’
X = premier succes
Remarques :

_ ce tableau est a connaitre PAR C(EUR !

__n'oubliez pas lI'indépendance pour la loi binomiale et la loi géométrique
_si X— g(p) : X ="rang du 1* succes". Alors X — 1 = *"nombre d'échecs avant le premier succes"
_siX—g(p)etk e N :

(X > k) = "les k premiers essais sont des échecs' donc P(X > k) = (1 — p)X.

Exemples :

1) On lance 5 fois un dé équilibré. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de 6 obtenus.
Déterminer la loi de X, E(X), V(X).

_ la probabilité de faire 6 est 1/6
_ 5 lancers indépendants
_ X compte le nombre de 6 obtenus donc X — ®&(5, 1/6).

(v ke {0,..,5},PX=k)= (ﬁ)%)k@)“)

S
HX)—5X6—6

1 5_25

V(X)=5xzx2=52

66 36
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2) On lance un de équilibré jusqu'a faire 6. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de lancers
nécessaires. Déterminer la loi de Y, E(Y), V(Y).

_ la probabilité de faire 6 est 1/6
_ les lancers indépendants
_ Y compte le rang du premier 6 obtenu doncY — G(1/6).

1-—

-

(v k e IN*, P(Y =Kk) = @k'llj E(Y)===6 V(Y)=

5 16° ==x36=30

S~

Remarque : On se ramene parfois a une loi usuelle par un "décalage™ des valeurs.

("Montrer que Y = X —a suit une loi usuelle™).

Pour cela :

_ on commence toujours par chercher I'ensemble des valeurs prises par Y

_pour k € Y(Q), on "résout" I'équation Y =k, en isolant X, puis on trouve la loi de Y.

_on reconnait la loi de Y, avec ses paramétres.

_on peut ainsi trouver I'espérance et la variance de Y, et en déduire I'espérance et la variance de X.

1

Ex : Soit X une variable aléatoire telle que X(QQ) = {2, 3,4, ...} et Vk> 2, P(X =K) = ok

1) Onpose Y = X —1. Quelle est la loi de Y ?
2) En déduire E(X) et V(X).
1) X(Q)={2,3,4,...} donc Y(Q) = {1, 2, ...} =IN*

— L) — L — _ 1 1 11 1\k-11
VKzl,P(Y—k)—P(X—l—k)—P(X—k+1)—W————_§— 1-=| 5
DoncY — G(1/2).

N[

1

1-—
1
2E(Y) =152 V(Y) = =5x4=2

X=Y+1doncE(X)=E(Y)+1=2+1=3 V(X)=12V(Y)=2

10



