Chapitre 6 : V.A.R. discrétes — Correction exercices niveau 2

Exercice 1

Si X(Q) = {xi, i € I}, alors V(X) = E((X —E(X))) = 3. (xi — E(X))?P(X = xi) = 0 (théoréme de transfert)
iel

La somme de nombres positifs est nulle donc Vi e I, (xi— E(X))?P(X= xi) =0

si P(X= xi) # 0, alors xi — E(X) =0 xi = E(X).

X ne prend qu'une valeur : E(X). Donc X est la variable certaine.

Exercice 2

n
1) D'aprés le théoréme de transfert, G(t) = E(tX) = X tP(X = i)
i=0

2) a) Donc G(1) = i 1P(X =) = i P(X=i)=1(car (X=i)1<i<nS.C.E.)
i=0 i=0

b) G est un polyndme en t, donc est de classe C” et Vt € R, G'(t) = _%iti-lp(x =)

donc G'(1) = % iP(X= i). OrE(X)= __%in(x =i)= _%ip(x= i) donc G '(1) = E(X).

c) De méme, G"(t) = % i(i —)t-2P(X =1i) donc

G"(1) = i i(i—L)P(X =) = % i(i — 1)P(X=i) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X)

donc E()I(:22) =G"(1) + G'(1) Ie: \g()_() =E(X®) ~E(X)*=G"(1) + G'(1) - G'(1)*
sii<j

3) Soitj € {0, ..., n} (ti)(j):{ ii—1)...(i—j+DtIsii>]

n
donc GO(t) =Y i(i— 1)...(i —j + DI IP(X =)
i=j
n
GOO0) =Y i(i—1)...i—j+ 10 IP(X=i)=i(i—1)...1 x P(X= ) =jIP(X= )).
i=j
)
Donc P(X= j) = gﬂg} la loi de X est entierement déterminée par G.

n n

4.6 =Yt ()p'e-p "= (7)tp)-p) "= (tp+1-p)" (formule du binome)
i=0 i=0

Exercice 3

> tP(X = i) converge absolument ?

-1<t<1donc|t] <1et|[tP(X =i)| <P(X= i)

> P(X =) converge (la somme vaut 1) donc >_ |tiP(X = i)| aussi. Donc la série est absolument convergente.

+ oo
D'aprés le théoréme de transfert, Y= tX admet une espérance et E(tX) = > tP(X =i).
i=0

2.G(t)= ¥ (1 - p)ip =pt (1 - p)i*
i=1 i=1
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L _ & i 1 __ pt
(i'=i-1) —ptig(t(l-p)) =P TTH 1 op) T1-t+tp

3. G(t)_iftlﬁle * Zﬁ_l_e gtk = g Ml-9)
i=0 ’ '
Exercice 4
1) (X =K) ="il y a k échecs avant le n-eme succes"
='ilyan + k essais, n — 1 succes parmi les n + k — 1 premiers, le n-éme succes
étant le dernier essai"

Choix de la place des k échecs : (:2 ' nfl) possibilités

P(n succes et k échecs) = g*xp" donc P(X =k) = E n- 1) gk
2) (k) 0" (-q) = (-n)(-n— 1).i(.!.(-n —k+1) 0L = nin+1)...(n+k—1) o

k! &
(k facteurs)
= P = P(X= )
3)a) G-i+1)x (hie1)= (J |_+I1+)|1(?J|1)!: (j—i)J;!(i—l)!
i x (J,) =ix il(jJ!— I |)I( i donc vrai
B R e

=np" Y (n)qk"”+1 (k'=k+n-1)=np'g > (rlfl)q""”. Donc la série converge (absolument), donc
k'>n kK'>n
1 ___np'q_nq
L-g™ p™ " p

I'espérance existe et vaut : np"q x
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