Chapitre 7 — Systéemes et matrice — Correction niveau 2

Exercice 1
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A’_(a+1DA=(a-a+2lzs AA-QRa+D)=(@-1)(-a-2)ls
sia=leta=-2, Aestinversible (et At = D2 1)1(-a 2 (A-(2a+ 1))
sia=1oua=-2A(A-(2a+1)l)=0donc A n'est pas inversible (si A est inversible, on multiplie par A™ et
on trouve une contradiction).

lal
Ou:LieoLlLy |al1l

11a

1
Lo—ali—Ly L3« Li—Ls3 (0
0

1

a
1 1 (1 a 1}
Siazl:Llpe——Ly Lg«——L3:|0a+1 1

-1
1 a 1
L, < L3 [0 1 -1}
0Oa+1 1
la 1
Ls—(a+1)L2—Ls [0 1 -1 J inversible ssi a # -2.
00 -a-2
Exercice 2

1.0n pose A = (i b)

d
B -a 4b)_(-a -b) {b:O _(a 0)
AIorsAD—DA<:>(_C ad)=\ac ad) S = o dONcA={4 4)aeR deR.
2.SiM3-2M =D.
Alors MD = M(M3 —2M) = M* —2M? et DM = (M3 —2M)M = M* — 2M2.
Donc M et D commutent. Donc M = (8 8) avecae R, d € R.

a®-2a 0
3 -
Donc M —2M—( 0 d3—2d)'

a®-2a=-1
3 —
M—ZM—DQ{d32d=4

a®—2a+ 1 =0 (1 racine évidente) en factorisant : (a—1)(@>+a—1) =0
A=5 a :_1+\/§ az:_l_\/g

2 2
d®—2d —4 =0 (2 racine évidente) (d—2)(d>+2d+2)=0
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A=-4<0 :Bmatrlces.(O 2),(0 2 )b o 2)
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Exercice 3

Montrons que (A + B)(A?— AB + B%) = A+ B3 :

(A + B)(AZ— AB + B%) = A’ A?B + AB? + BA2— BAB + B?

= A’—A(BA) + (BA)B + (AB)A — BAB + B® = A3+ B3, (car A et B commutent)
Donc (A + B)(A2— AB + B%) =B® (car A*=0)

Donc (A + B)(A2— AB + B)(BY)® = I,.

Donc A + B est inversible.

+ o0 + o0
Exercice41) Y. x'= L donc > x(1-x)=1.
i=0 1-x i=0

2) Par analogie, a-t-on une egalité équivalente sur les matrices (N étant nilpotente, la "série” est en fait une

somme finie).

k-1 k1 kel
(Z N‘}(I —N)=> N'— Y N" (sommes télescopiques) = | — NX =
i=0 i=0 i=0

k-1
Donc | — N est inversible et (1 - N)* = > N
i=0
Exercice 5
a) P est un polyndme annulateur de A donc AP + ap-1APY + ...+ a1A + agly = Oy
AP + ap.lAp'l +...+talA=-alh
A(Ap-l + a.p-jl_/A\p_2 + ...+ alln) =- aOIn

Comme ap =0, A ( alo(Ap_l +apa1AP2+ L+ alln)) = In

donc A est inversible et A = - alo (AP + g1 AP2 + |+ ailn)

b) Siag=0: AP+ a1 AP + ... + a1A = 0n

Supposons que A est inversible : AY(AP + ag1 AP+ .+ a1A) = A0,
AP+ a1 AP+ +aglh = 0n

Donc le polyndme XP! + a,.1XP2 + ... + a; est un polyndme annulateur de A.

Ce polynéme est de degré p — 1.

Donc P n'est pas de degré minimal. Donc il y a contradiction. Donc A n'est pas inversible.
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