Chapitre 8 : Espaces vectoriels — Exercices niveau 2

Exercice 1
Soit #I'ensemble des fonctions définie sur ]O; + oo[.
Montrer que les fonctions f(x) = x, g(x) = x? et h(x) = In(x) forment une famille libre de .

Remarque : Si une fonction est nulle, alors elle est nulle en tout point, sa dérivée est nulle, ses
limites sont nulles, ...

Exercice 2 (d'aprés HEC 2015)
Soit n € IN*. On note En le sous-espace vectoriel de IR[X] constitué des polynémes de degré

inférieur ou égal a n — 1 et Fn le sous-espace vectoriel de R[X] engendré par X, X2, ..., X".
1. Veérifier que les polyndmes P e IR[X] vérifiant pour tout x € R, P(x + 1) = P(x) sont les
polynémes constants.

2. Préciser les dimensions respectives de Ej et Fn.

3. Pour tout P € Fy, on note Q le polynéme tel que : vV x € R, Q(X) = P(x + 1) — P(X).

a) Verifier que Q € En. Quelle relation existe-t-il entre les degrés de P et de Q ?

b) Soit A I'application de Fn dans En qui & tout P e F, associe Q = A(P) ou

VXxelR, QX)) =P(x+1)-P(x).

Déterminer un polyndme P vérifiant A(P) = X3,

n n-1
En déduire la valeur des sommes > k3et Y. (2k + 1)3,
k=1 k=0

1-t -t 0
Exercice 3 (Oral HEC) Soit t un nombre réel et A(t) la matrice A(t) = [ -t 1-t O }
ot 1-2t

On note o I'ensemble de ces matrices lorsque t décrit R.

1) Montrer que 9 est stable par produit matriciel

2) Déterminer les valeurs de t pour lesquelles A(t) est inversible. Montrer que, dans ce cas,
A(t)* appartient encore a .

3) Résoudre I'équation X? = A(— g) d'inconnue X € M.

4) Soit C = A(-1). Déterminer C" pour n entier naturel.
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