Fonctions contractantes (EDHEC 2023) — Correction

R — R

1. Alors v (x,y) e R [f(x) — f(y)| =
2

X —

: 1 1] |1 1
1)SOItf{ EX—§Y‘—‘2(X—Y)‘—2|X—Y|

Donc K = % convient.

La fonction nulle convient aussi.
2) Soitxo € R. V x € R, 0 < |f(X) — f(xo)| < K|x — o

lim |x - X0| =0, donc d'apres le théoreme d'encadrement, lim |f(x) - f(xo)| =0donc lim f(x) = f(xo).
X —x0 X —x0 X — X0

Donc f est continue en Xo. Donc f est continue sur R.
3) Supposons que I'équation f(x) = x admette deux solutions a. et f3.

Alors | f(B) — f(a)| < K|B— | Comme f(o)) = a et f(B) = B, on obtient : | B — o.| < K| B - o
(1—K)|[3—a| <0 Endivisantparl—K>0:|B—a| <0

Comme on a aussi |B— oc| >0, on obtient : |B - a| =0donc B =a.
L'équation f(x) = x admet au plus une solution.

4)Pourn=0:|uos—Uo| = |us—uo| K% u1—uo|=|ui—uo| lapropriété est vraie au rang 0.
Supposons que pour un entier n, |un+t — un| < K™ |uz — uo|

En appliquant (*) & Un et Un+1, on obtient : | f(Un+1) — f(Un)| < K| unet — un| donc | unez — Une| < K| unst — unl.
Or, d'apres I'hypothése de récurrence, K| uns — un| < K™ us — uo| (car K > 0)

Donc | Un+2 — un+1| < Kn+1| Ui — uo|.

Conclusion : ¥ n e IN, |unv1 — un| < K™ |ur — uo.

b) -1 < K < 1 donc la série > K" |u1 - UO| converge. Donc par comparaison de séries a termes positifs,
nelN

la série Y, | Un+1 — Un| converge. Donc la série Y’ (un+1 — Un) converge absolument, donc converge.
nelN nelN
N
Pour N e IN, posons Sy =  (Un+1 — Un) = Un+1 — Uo par télescopage.
n=0
Donc VN > 1, un = Sn-1 + Uo. Comme (Sn) converge, la suite (un) converge également.
Soit a sa limite. Comme un+1 = f(un) V n € IN, et comme f est continue sur IR, d'apres le théoréeme du point
fixe a = f(a). Donc a est solution de I'équation f(x) = x.

Conclusion : L'équation f(x) = x admet une et une seule solution sur R.
5yayn<n+p-letVie {n, ..,n+p—1} |ui- ui| < K|ui—uo|

n+p-1 n+p-1 i
Donc, en sommant les inégalités, Y |uivi- uil < Y K'|us — uol
i=n i=n

n+p-1
b) > (ui+1 — Ui) = Un+p — Un par télescopage, donc, par inégalité triangulaire,
i=n
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n+p-1 n+p-1 n+p-1 i n+p-1 i p-1 i
|Un+p—Un|= 2 (Ui —u)| < Z|Ui+1—Ui|S ZK|U1—U0|=|U1—U0| > K =|u1—uo| > K™
i=n i=n i=n i=n j=0
=i-nei=j+n)
p-1 .
|Unsp — tn| < K" uz —uo| 3 K
j=0
p
Donc|un+p—un|<K|ul—uo| 1-K carK=1

C) ||m Un+p =adonc I|m |Un+p—Un| = |a—Un|

-1 <K <1, donc I|m K|U1—UO| —Kn|U1—U0|X

1-K 1-K

Par passage aux limites dans I'inégalité de la question 5b), |a— un| < 1 K | uz — ol

6)a) Vte R, e +1>1donc festde classe C? sur IR comme inverse d'une fonction de classe C? qui ne

1 ! —_ —et
sannulepas. Vte R, f'(t) =- (1 +6)2

vy = B +e)Y-e2(l+ede _ e(L+e)(l+e—2e) _ e(l—¢)_e(e'-1) ) ,
f (t) - (1 + et)4 (1 + et)4 - (1 + et)3 - (1 + et)S (U - 2UU)
b) f"(t) estdu signedee' —lete!'-1>0<e'>21<1t>0

t - o0 0 + o0 vy — L

&0 -~ 0+ rO=-4

f'(t)
DoncVte R, -—sf (1)
\-1/ /v

4

Deplus, Vte R,-¢e'<0 et(1+e)?>0doncf'(t)<0

Donc vt € R, -—sf (t)<0<% donc|f‘(t)|s%.

c. fest dérivablesur Ret VvVt e IR,|f ‘(t)| < % donc d'apres I'inégalité des accroissements finis,

VxeR VyeR,|f(x)-f(y)| < % |x —y|. Donc f est 1/4 — contractante.

d. La fonction f est 1/4 - contractante, donc d'apres la question 4)b. la suite (un) définie par : Vn € IN, Un+1 =
f(un) est convergente.

f.uo=0 u1="(uo) = % donc d'aprés la question 5)c.

ol

1 4(1\"1 2 (1"
Ve Nfa-uls 1‘5‘ ‘ w-al<3(3)5  luw-al<3(3
1-2
2000 1 __3 2(1\" 1
n = (= _ -3 . N
Si4"> 3 72000 3(4) <7000 donc |un —a| < 10°%. Donc un est une valeur approchée de a

107 prés.

ECG2 : Année 2024-2025



