Devoir a la maison n°2 — Niveau 2
Limite inférieure d’une suite

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on notera [[a, b]] = {k € Z, a<k <b} l'intervalle d'entiers
d'extrémités a et b.
Pour (Xn)nein Suite de réels et | ensemble fini d'entiers naturels, on notera rTiliIn(xi) le plus petit élément de

. . .11
I'ensemble {xi, i € I}.Par exemple min T=g
lelll,

On admet qu’une suite (Xn)nein CONVerge vers un reel L si et seulement si, pour tout réel € > 0, I’intervalle
[L — ;L + €] contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

ke (D)
1) Un exemple : déterminer min ST
2) Soit (Xn)n < v Une suite de réels positifs.

Pour n entier naturel fixé, on pose pour tout k de IN, un(k) = i [r[pinqk]]xi.

a) Soit | et J deux parties finies de IN. Si | < J, comparer les réels ni1i|n(xi) et rpiJn(Xi)

b) Montrer que la suite (un(K))k > o est décroissante.
c) En déduire que la suite (un(k))k > 0 est convergente. On note un = klln;\ un(K).

d) Etablir une inégalité entre les réels un+1(k) et un(k + 1) et en déduire que la suite (un)n> o €st croissante.
e) En déduire que la suite (un)n=0 admet une limite (qui peut étre +o0). Cette limite est dite limite inférieure
de la suite (Xn)n >0 et est notée lim inf xn.

3) Soient les deux suites réelles positives (Yn)n= o €t (zn)n=0 définies par :

2 si n est pair

n si n est impair

a) Expliciter pour n positif ou nul et k supérieur ou égal a 1 les termes un(K) associés a chacune des deux
suites (Yn)n= o et (Zn)n=o0.

b) Déterminer Iinnl Lgf Yn et Iinrﬂ Hc\f Zn.

vne N,yn=1+(-1)" et VneIN,zn:{

4) a) On suppose ici que (Xn)n=0 st une suite croissante de réels positifs. Comparer un et x, et en déduire que
si (Xn)n=0 converge en croissant vers un réel L alors Iinm inf Xn = L.
— +o0

b) Montrer que si (Xn)n= 0 €St une suite décroissante de réels positifs, convergente vers un réel L, alors
liminf x, = L.

n — 4w

c) i) Soient au, o, ..., or des réels donnés et soit | un intervalle de IR.
On suppose que pour tout i tel que 1 <i <r, o, appartient a I. Montrer que in[w[irrl]] ai € I.

ii) Démontrer que si (Xn)n >0 st une suite de reels positifs convergente vers L réel positif, on a
liminfx, =L.

n — 4w

Remarque : Soit f une fonction continue sur R* a valeurs dans R".
Pour x réel positif fixé, on peut définir la fonction @x sur R* par : ¥ h >0, ox(h) = man+ h]f(u).

ue[x,
On peut alors montrer que @x(h) a une limite dans IR* quand h tend vers + .
Si on note @y cette limite, on peut montrer que la limite XIirr+1 Dy existe.

On la nomme la limite inférieure de f et elle est notée lim inf f(x).
X — too
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