D.M. n °4 niveau 2 — Correction
Extraits ESSEC 2 2023

1. a) Par récurrence sur i :

_pouri=1:G'=Get(-a- B) '6=1.6=G doncla propriété est vraie pour i =
_ supposons qu’a un rang i, G' = (- a - B)' lG.

Alors G* =G .G =(-a-B)!G.G= (- - p)iG?

-a-Ba P
Or 0 O 0}
0 00
-o-B o BY(-a-By -of—op -ap-p -a-poa P
{ 0 00 0 0 0 ]—(oc B)[ 0 oo}:(-a-ﬁ)e
0 00 0 0 0 0 00
Donc G = (- o - B) (- - B)G = (- - B)'G Donc Vi >i, (- a.- B)"'G.

b) Les matrices Iz et i G commutent, donc d’aprés le bindme de Newton,

(3 +1 G] Z () '(— )i = (g)lsk(& G)O + é (ik)ls"'i@ie'
=l gl (i)'s@ Ca-pe=he Eil (ak)@'(- - B)”}G
c) é (T)@'( a-p)t= é (:‘)(@'ﬁ%%l‘ (o + B = O car les deux sont strictement positifs)

= S O R 6)4)

k
S (— Yo +B) + 1) — 1) (d’apres le binome de Newton) =

1@y

(X+B k (x+B
£k
£ 1_(1_(0L+B)E)
d)Dochk21,(I3+EG) =l3+ o G
k
(1 —%EE) = exp(k.ln(l - OLT( tD
kllrpw-w 0 donc In( a; t) ~+m-§%ﬁn donc k.In(l— ﬁ%ﬁﬁj ~+w- (00 + Bt

Donc lim k.In(l - %&j =- (o + B)t. Par continuité de la fonction exp,

K
+ )Nk _(1_(G+B)E) 1— g (BX
lim (1—@—&) = ¢ @Bt donc I|m =

k k— +o o+ T o+ B

D’aprés la définition de la convergence de matrice, on peut demontrer facilement la propriété suivante :

Soit (Ak)k>1 et (Bk) k> 1 deux suites de matrices de M (IR), A, B et C des matrices de Mn(IR), (Ak)k=1 Une suite
de réels et A un réel :

_Si (Ak)k=1 converge vers A et si (Bk)k =1 converge vers B, alors (Ax + Bi)k=1 converge vers A + B

_ Si (M)k=1 converge vers A, alors (AC)k=1 converge vers A.C

k — 40
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] t k 1 — g (a*p)t
Donc M(t) = kl_lmo(b + K G) =3+ TG

1-10
2.a) 0 1-1
-4 0 4

1-10y1 -21
01-1j] 4 1 -5
-4 0 4/)-20 4 16

1-1-1221-2113-30 000
DoncA3_2A2+A:§ 8 -1 -7|-5 4 1 -5 *5 0 3 -3|{=({000/|=0s
-28 8 20 -20 4 16 -12 0 12 000
Donc le polyndme U(x) = x® — 2x? + x est un polyndme annulateur de A.
k
b) U(X) = x(x? — 2x + 1) = x(X — 1)? donc (*) devient : (1 + % x) = Q(X)X(X - 1) + ax®+ bx + ¢
En évaluant cette égalité en x = 0, on obtient : 1= Q(0).0 + a.0>+b.0+¢ doncc=1

k
En évaluant cette égalitét en x =1 : (1 + % =Q(1).0+al?+b.l+c donca+b+c= (1 + %

k

k-1
c) En dérivant (*),ona: k.g (1 + g x) =Q(x)U’(x) + Q’(x)U(x) +2ax + b avec U’(x) =3x>—4x + 1

En évaluantenx=1:

0 k-1 0 k-1
9(1 + E) = QU () + Q(HU(1)+2a+b avecU(1)=0etU’(1)=0 Donc2a+b= 9(1 + E)

K K
a+b:(1+9j -1 a+b:(1+Q) -1

k k
D’ou le systéme : o K1 o k1 o k Lee—La—L1
2a+b=6(1+Ej a:6(1+Ej _(1+Ej +1
0 k 0 k-1
En remplagantdans Ly : b = 2(1 + Ej — 9(1 + Ej -2

d) En évaluant I’égalité polynomiale (*) a la matrice A, on obtient :

k k
(Is”’% ) = QUA)U(A) + aA? + bA + cly ('3+3A) =aA"+bA+cls car U(A) =0

k k
OrG:-aAdonc(I3+&G) :(lg—%A)

Avec O =-t.o,0na:

k k-1 Kk k k-1
(Ig + & Gj - ( t.oc.(l _ t—@ _ (1 —t_@ + 1)A2 + (2(1 —t—i‘j) + t.oc.(l B z)A +l

k
Or de la méme maniére qu’en question 1 : kllrg (1 - t_r(x) = kILrTJ exp(k.ln( - —ELD =exp(- t.a)

ot
k-1 -
: to) T k) _exp(-ta) _

k|L”3w(1 - kj = Jim. (1 ) t_a) =— 1  =exp(-ta)

B

— X

k
K
Donc M(t) = lim (|3 + ﬁ Gj =(-toetr—egte+ A2+ (2e o+ toe t - 2)A+ 13
= (1 (1 + at)e™)A%+ (2 + at)e™ - 2)A + 1.
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