Correction du D.M. n°7

Exercice 1 — EML 2017
1. On voit que C1 = Cs, donc C n'est pas inversible. Donc 0 est une valeur propre de C.

X -AX+Y =0 -AXX+Az=0
2.50itA e RetX=|Y [ (C-M3)X=0<=12X-Ay+22=0c1 2X-2%2+22=0
z y-Az=0 y=2Az

X=-Z

0=0
Sir=0: 2x+2220@{y20

y=0

-Z 1
Donc Eo(C) = {[ 0 J Ze IR} = Vect [[ 0 D (le vecteur est non nul donc forme une base)
z -1

Z=X Z=X
Six¢0:{2xk2x+2x:0 @{ (4-2)x=0

y = AX y = AX
Le systéme n'est pas de Cramer lorsque 4 —A? =0 donc A =2 ou A = -2.

Z= X 1
PourA=2: { 0=0 donc E2(C) = Vect [[ZB (vecteur non nul donc base)
y= 2X 1

Z=X 1
PourA=-290=0  E,=Vect||-2 || (idem)
y =-2X 1

Exercice 2 — Ecricome 2016

n
1) Qilﬁ — 312 32 <, (L+%)%2 done X¥2.gu(X) ~ _(In(1 +x))"

gn(x) X (1 + X)1/2
Ve

or Hm%-lr—))l%L (avec X =1+x) lim I%GL,ZL = 0 (croissances comparées) donc lim x¥2gn(x) = 0

donc gn(X) =+« o( %,2)

1}x: 1 i1

2)2) oit X0, X o0t = [ et =| T = T

+1=1donc fo‘“‘” gn(t)dt converge et vaut 1.
b) Pour n > 1, gn est continue sur [0; + oo[. VX>0,1+x>1 In(l+ x) >0 gn(x)=0.

Les deux fonctions sont positives. De plus gn(X) =+« 0( %,2) et f 3,2 dx converge (3/2 > 1), donc

X
I'intégrale f0+ * gn(t)dt est convergente.

¢) Soit X > 0. On note In(X) = fX gn(t)dt Ine1(X) = JX gnea(t)dt. Intégration par parties :

{ u®) = (In@@ +)™t [ u) = '1:% (In(1 + b))

Vi(t) = 1 . u et v sont de classe C* sur [0; + oo[ donc :
(1+¢) v(t)—-1+t
In(1 + )™ n+1)(In(L+ )" In(1 + X)™!
(%) :[ 1+t } o ()1( +(t)2 Lo oo =23 v 0 000
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. + n+l1 n+1
XIerJ In+1(X) = In+1 I|m M lim —(XL = 0 (croissances comparees) I|m |n(X) = In.

Y - +o

Donc par passage aux Ilmltes : |n+1 =(n+ Dln.

(d) Montrons par récurrence que Vn € IN, In = n!
_pourn=0:lp=1 0O!'=1 lapropriété est vraie.

__supposons qu'a un rang n, I, = n!

alorslns1=(n+ 1)l =(n+ Ln!=(n + 1)! DoncvnelN Ih= n'

3) a) f, est a support sur [0; + oof et f’”” fn(X)dx converge et vaut f* ® gn(X)dx = inl 1.

Donc f " fa(x)dx converge et vaut 1.

x(In(L +x))"  xgn(X) _ X2(In(L +x))"  x*(In(1 +x))"
1+x)° 17 @+ T X '
X

b) V X = 0, X.gn(X) = » (In(1 +x))"

Donc Xllr[]}gil& =+o0 donc % =+ 0(X.gn(X)).

X
Les deux fonctions sont positives et fl’”’o %dx diverge, donc f0+°° Xgn(X)dx diverge aussi.

4)a) vV x <0, Fa(x) = X fa(t)dt= [ 0dt=0.

b) ¥ x> 0, Fo(x) = [ fo(t)dt = [ Ot + j;(1+0ﬂt— 11x

k
c) VkelN* Vx>0, Fk(x):f0 Odt+f><9$|-2dt fo M

wu+02
= PRy = K+ gy L
Intégration par parties : 1 '1 (u, v sont de classe C)
VO =Ty v =-747
(In(L+ )N~ (In@+t)t _ (In(1+x)) gk(t) (In(L + x))*
F“”:L ma+o}“ﬂk é-%!dloﬂ“ '&&1+3 L T DT Ry a0,

k
Donc V k=1, V X0, Fi(x) - Fa(x) = - ound + X))

"kl 14X

d) Vx>0, ¥n e IN*, Fn(X) = Fo(X) + (F1(X) — Fo(x)) + ... + (Fn(X) — Fn-1(X)) = Fo(x) + i (Fk(X) — Fk-1(x))

B 1 1 (In(1 + X))«
=1- 1+x_zkI 1+x
e)pour x<0: lim Fa(x) = lim 0 =0.

n — +oo

pour X > 0 : On reconnait la somme partielle de la série exponentielle.

: —lixfl(ln(1+x))"

Donc Fn(x) admet une limite et lim Fa(x) =1 -

X
1 1
T 1t =0

1
1+Xx 1+x

=1_ (eln(1+x) 1) 1-—
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