D.M. n°8 - Correction

Exercice 1
Remarque : U — U(J0;1]) donc0<U <1 In(U) existe et In(U) <0 -2In(U) > 0 donc +/-2In(U) existe.

1) V x € R, Fy(x) = P(Y < x) = P(a/-2In(U) < x) =P (\/ -2In(U) < ) (cara>0).
Six<0: pasdesolution Fy(x)=0

Six>0:Fvy(x)= P(—ZIn(U) < §j (car la fonction carré est croissante sur [0 ; + oof)

= P(In(U) > - ZX—;): P(U zexp(- ZX—;D =1- Fu(exp(-zx—;))

0siy<O0
OrFu(y)=71ysi0<y<1
1siy>1

X2 X2 2
VXelRexp( )>0 Deplusexp( )<1<:>

X : .
2 S0 x? > 0 toujours vrai
0six<0

2
VXx>0,0< exp( ) <ldoncFy(x)=1-Fu(x)=1- exp( ) Donc Fy(x) = { 1 exp( z) x50
2) On voit que Fy est continue et de classe C* sur ]- o ;0[ et ]0; + oo].
2
De plus IimOO =0 I|m 1- exp( ) 0 donc Fy est continue en 0.
X—

Fy est continue sur R et de classe C! sur R sauf peut-étre en 0, donc Y est une variable a densité.

0six<0 0six<0
Fy’(X) = z exp( X:)SIX>0 Donc une densité de Y est : fy(x) = X exp( X:)SIX>O

Exercice 2
VxeR,Fy(x) =P(Y <x)=1-P(Y >x) =1 - P((X1>X)N(X2 > X)) (car Y = min(Xs, Xz))
=1—-P(X1>X)P(X2>x) (par indépendance)
=1—P(X1>x)? (méme loi) = 1 — (1 — Fx1(x))?

0six<0
OrFa(x) = { 1-e™six>0
Six>0,Fv(X)=1-(1-(1—-e™)P=1—(e™)?2=1-—e2
0six<0
1-eMsix>0

Doncsix<0,Fy(x)=1-(1-0)2=0

Donc Fvy(x) = { Donc Y suit la loi exponentielle de paramétre 2.

Exercice 3 1. a) Si f est solution de (*), f(0) =a + foo b.f(t)dt=a

b) f est continue sur R donc la fonction t — b.f(t) est continue sur IR.
Donc la fonction x — fox b.f(t)dt est dérivable sur IR, de dérivée b.f

Donc f est dérivable sur Ret V x € R, f’(x) = b.f(x).

f* est continue sur R, donc f est de classe C! sur RR.

c) fest solution de 1’équation y’ — by = 0, qui a pour solutions : y(t) = 2e*, A € R.
ft) =reMetf0)=a=>r=a Donc V't € R, f(t) = a.e™

2. Inversement, si f est définie sur R par : f(t) = a.e™, alors :

VxeR,a+ [Xbf(t)dt=a+ fXbae'dt=a+[a"]]=a+ae™ - a=ae™=f(x).

Donc cette fonction est bien solution de (*).
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