D.M. n°9 — Correction — ESSEC 11 2009

Rappels importants :
_ Soit X une VAR. Si X admet une espérance et si (X — E(X))? admet une espérance, on dit que X admet une
variance et on appelle variance le réel V(X) = E((X - E(X))?)

_ Théoreme de transfert (version VAR discréte)
Soit X une VAR discrete, avec X(Q) = {xi, i € I} et g une fonction de X(2) dans RR.

La VAR Y = g(X) admet une espérance si et seulement si X(€2) est fini ou si la série > g(xi)P(X = xi)
i
converge absolument.
Dans ce cas, E(Y) = E(g(X)) = 2. g(xi)P(X = xi)
iel
_ Théoréme de transfert (version VAR a densité)
Son X une V.A.R. qui admet une densité fx nulle en dehors d'un intervalle ]a;b[ (avec - o <a<b <+ ) et
soit g une fonction continue sur Ja;b[ sauf en un nombre fini de points. La variable aléatoire Y = g(X) admet

une espérance si et seulement si lI'intégrale fa b g(x)fx(X)dx est absolument convergente.
Dans ce cas, E(Y) = E(g(X)) = J P g(x)fx(x)dx.

_ Inégalité de Cauchy-Schwarz (méthode a connaitre)

n
Soit (X1, ..., Xn) et (Y1, ..., yn) deux familles de n réels. ¥ t € IR, on pose P(t) = > (t.xk + Yk)2.
k=1

En développant P, on voit facilement qu’il s’agit d’un polyndme du second degré.
Comme P(t) est positif quel que soit le réel t, ona A< 0 (si A >0, P change de signe).

n n
< > X >y
k=1 k=1

n
D XkYk
k=1

On en déduit que :

I. Information de Fisher
LA1V 60 e]0;1][, In(p(6,1)) = In(6) donc 81(In(p(e 1))) = l

et In(p(,0)) = In(1 — 0) donc a1(In(p(6,0))) = - Tle

Donc Ix(6) = (a:(In (p(6, 1))))2p (0, 1) + (8(In (p(®, 0))))°p (0, 0)
1 1 1 1-0+0_ 1
AT Ca e 1-0 0(1-0) o(1-0)
N
LA2a)V ke {0, ..., N}, p(8, K) = (k )0k(2 - 0)™* donc In(p(e, k) = In((i)) + k.In(6) + (N - K)In(1 - 0)

1 k(1-0)-O(N-k) _ k-No
- 0(1-0)  0(1-0)

Donc 81(In(p(, k))) = g +(N-Kk) 1

N k=N 2 ¢N 1 N N
D Ix(0) = 0%(1 - ONk=———=——— 5 (k — NO)2( .. )oK(1 - )Nk
onc 1x(6) Eo(e(le)j (k) (1-0) 01 —0))2 Eo( )(k) (1-0)

b) Or par définition, V(X) = E((X — E(X))?) = E((X - N©)?)
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N N
D’aprés le théoréme de transfert, V(X) = Y. (k — NO)?P(X = k) = Y. (k — NO)? (E)Ok(l - )Nk,
k=0 k=0
VX)) _ NO(L—6) N
6(1-6)?  (6(1-6) 6(1-6)
ke~ 0

Donc Ix(0) =

LA3 VkeN,pKk) = _9 donc In(p(8, k)) = In(6¥) + In(e®) —In(k !) = k.In(®) — 6 — In(k ).

Donc &:(In(p(6, k))) = 5 -1= k_Te

) k—0)0%® 1 o
Donc X (ax(In (p(0, K))))%p (0. K) = || =35 X (k- 0)2P(X =K)
kelN kel 0 k! 0 k e
Or, comme E(X) = 0, on reconnait comme dans le cas précédent, la série définissant la variance de X.
Comme X admet une variance, les séries convergent (donc I1x(0) existe) et

|Am_EX&@Wm6b»Yp@kY‘ 2 V(X) = %

b. Z(al(ln (p(6, K))))?P(X = k) = Z(al(ln(p(e K))))?p(8, k)

kelN
Donc la série converge (absolument car tout est positif).

Donc d’aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire Y = (81(In (p(0, X))))? admet une espérance et
+ o

E(Y) = E((2(In (p(0, X))))?) = X (2:(In (p(0, K))))*P (0, K) = 1x(©0),
k=0

B. Cas d’une variable gaussienne

- 0)2
IB1VOeR,VxelR f(6x)= % exp ( K%L) (qui est bien strictement positif sur R)
T

In(f(0, X)) = In( L j (x0)° donc 61(In(f(6, x))) = - (-1)(x — 0) =x — 6.

Non) 2

Donc, sous réserve d’existence, Ix(0) = f TE(x- 0)%f(0, x)dx.

[.B.2 On a d’apres le théoréme de transfert et sous réserve d’existence,
S22 (x= 026, x)dx = E((X ~ )2) = E (X - E(X))?) = V(X).

Or X admet une variance qui vaut 1. Donc toutes ces intégrales convergent et Ix(0) = V(X) = 1.
[.B.3 D’apres le théoreme de transfert, on a également

Ix(6) = J* = (2x(In (£(6, x))))*f(6, x)dx = E ((&1(In (f(6, X))))?)

I1. Inégalité de Cramer-Rao

1. X est une variable aléatoire a valeurs dans {0, ... , N} donc > P(X=k) =1
k=0

N N
Donc V 0 e I, . p(0, k) = 1. Donc en dérivant, par linéarité de la dérivée : >’ 01(p(0, k)) =0

k=0 k=0
2.V K e{0,..N} V0 e, a(In(p(®, K))) = —%gﬁp *). (In(u) - u’/u)

D’apres le théoreme de transfert,
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E (a1In(p(6, X))) = X ax(In(p(6, K))P(X =k) = Z (96::) p(0, k) = Z 01(p(6, k) =0
k=0

3.Voel % a1(In(p(e, K))) p(®, k) = 0
k=0

En dérivant cette somme par rapport a 6, on obtient :

N
kz (02(02(In(p(d, K))))P(O, k) + o1(In(p(d, K))) J1(p(6, k))) =0
=0

N N
Donc 3 &1,1(In(p(6, K))p(6, K) = - 3 (21(In(p(8, k))))p(6, K) d1(In(p(6, k))) (d*apres (*))
k=0 k=0

N N
2 1a(In(p(d, K)HP(X =K) = - 3 (ax(In(p(®, k))))*P(X =K)
k=0 k=0

Donc d’aprés le théoréme de transfert, E (6°11 In(p(6,X))) = - E ((61 In (p (8,X)))?)

4.V 0 e 1, E(f(X)) = g(0) donc % f(k)P(X =k) = g(6) %f(k)p(e, k) =9(6)
k=0 k=0

Vke{0,..., N}, 0 —p(6, k) est dérivable sur | et g aussi, donc en dérivant cette égalité :
N N

v 0 el 2 f(Kowp(0, k) =g’(0) donc 3. f(K)p(®, K) a1(In(p(®, k))) = g’(6)
k=0 k=0

Toujours d’apres le théoréme de transfert,

N
E ((f (X) — g (8))auIn(p (6 ,X))) = kz (f(k) — g(6))a1(In(p(6, k)))P(X = k)
=0

N N
= kZ f(k). 1(In(p(6, K)))p(6.k) - g(e)kz A1(In(p(6, K))P(6.K)
=0 =0

=g'(6)—g(6) x0=2’(6).

5. (On reconnaitra la méthode de I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

Posons Y = f(X) —g(6) et Z = d1In(p(6,X))

Vte R, L(t)=E((Y +12)%) = E(Y? + 2tYZ + t?2%) = E(Z%) t* + 2E(YZ).t + E(Y?) par linéarité de
I’espérance.

b) A = 4E(YZ)? — 4AE(Y?)E(Z?) = A(E(YZ)? - E(Y?)E(ZD))

V t € R, lavariable aléatoire (Y +tZ)? est a valeurs positives, donc L(t) = E((Y +1Z)?) > 0.

L est un polyndme du second degré qui ne change pas de signe sur IR. Donc A< 0.

¢) Donc E(YZ)? < E(Y?)E(Z?)

avec E(YZ) = E ((f (X) — g ())21In(p (6 ,X))) = °(6)

E(Y?) = E((f(X) - 9(0))?) = E((f(X) — E(f(X)))?) = V(f(X))

E(Z%) = E (o1In(p(0,X))?) = Ix(0) d’aprés la formule de transfert.

Donc g’(0)? < V(f(X)). 1x(6)

Ix(0) est I’espérance d’une variable positive donc Ix(0) > 0 et on suppose dans 1’énoncé qu’elle est non
nulle, donc Ix(6) > 0.

20y _
DoncI (0) < V(f(X)).
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