ECG2 - Correction du D.S. n°2

Exercice 1

1) a) Remarque : e —1=0«<e*=1 < x =0. Donc le dénominateur ne s'annule pas sur IR*,
Sur ] - o0;0[ et sur ]0; + oo f est continue car quotient de fonctions continues.

X

lim & _1:1donc lim f(x):lzlzf(O). Donc f est continue en 0.
x—>0 x—>0 1

Donc f est continue sur R.

b) Sur ] - 0;0[ et sur ]0; + oo, f est de classe C* car quotient de fonctions de classe C*.
X o X X 1 ypX

VX;tO,f'(x):lx(e 1)—xxe*_e—1—xe

(eX—1)? T (e -1)?
X 1 X -1
iy 2 0. 1)~ T(0) _ef-1 7 e¥-1 e¥-1  x—eX+1
¢)six#0, x-0 ~  x X T x(Ee*-1)
X2
X? X—eX+1 ? f(x) -~ f(0) _ 1
X ~n o — X _ ~ 7 \J-_Z=
X—e+1~g > eteX—1~ox donc 75—~ X — 1) 0~ 32 doncxlin0 - >
Donc f est dérivable en 0 et f '(0) = - %
2) a) u est dérivable sur R et VX € R, u'(X) = (-1)e* + (1 — x)e* = - x.e* du signe de - X
-0 0 + o0
u'(x) + 0 —
u(x) 0
/ \
b) D'apreés le tableau de variations précédent, vV x = 0, u(x) < 0 donc f'(x) = (JliélL)Z

f'(O)z-%<0dochx e R, f'(x)<0.
C) XIerJD e*—1=-1donc xlimw f(X) =+ .
d) f(X) ~+ § X'LWL § = 0 (croissances comparées) donc xllrﬂo f(x) = 0.

Donc Cr admet une asymptote horizontale d'équation y = 0.
X -0 0 + o0
f'(x) - -1/2 -

f(x) + o0

\]\m

3. f(0) = 0 donc 0 n'est pas un point fixe.

Six¢0,f(x):x<:>ex)i =X < e*-1=1< x=1In(2). Un point fixe : a = In(2)

1
4. Posons g(x) = X — 2xe* — 1 sur [0; + oof

g est dérivable sur [0 : + o[ et V X > 0, g'(X) = 26 — 2e* — 2xe* = 2eX(e* — x — 1)
Posons h(x) =e*—x—1sur [0 ; + oo[. h est aussi dérivableet vV x >0, h'(x) =e*-1
h'(x) >0 < e*>1 < x>0 donc h est croissante sur [0; + oo].

De plus h(0) = 0 donc h est positive sur [0; + oo donc g' aussi.

ou : f est décroissante sur IR donc

¥ x>0, f(x) < f(0) = XX

1s1<:>x<e —-1leef—x-120
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Ou par convexité de la fonction exp : e >x + 1 V X € IR (courbe au-dessus de la tangente en 0)
Donc g est croissante sur [0; + oof.
De plus g(0) =0 donc V x e [0; + oof, e —2xe* -1 >0

b) V x > 0

F1(x) + _ 2 -1-xe) (€ -1 _2e-2-2xeX+eX -2 +1_e¥-2xe* 1
2 2(eX - 1)? 2(eX - 1)? 2(eX - 1)? 2(eX - 1)?

c) On a montré (partie I, question 2b)) que Vv x>0, f'(x) <0

2x
De plus V x>0, f'(X) +% % >0 (question a). donc V x>0, - 1 <f'(x).

2
. 1 1_..
De plus f (0):-5. DochxZO,-Esf (x) <0.

d) Montrons par récurrence que Vn € IN, un >0 :

_U=12>0

_supposons quaunrang n, un >0 Comme f est minorée par 0 : f(un) >0 Un+1>0.
Donc ¥n € N, u, > 0.

Sur [0; + oo], |f '(t)| s%. De plus un € [0; + o[ VN € IN et a € [0; + oo].

D'apres l'inégalité des accroissements finis, vV n € IN, |f(un) —f(a)| s%|un - a| donc | Un+1 — 0L| < % | Un — 0L|
3. Montrons par récurrence que : vV n € IN, |un - (x| < %| 1- a|.

_pourn=0: % | 1- 0c| = |1 - 0c| donc I'inegalité est vraie

_ supposons qu'a un rang n, |un—(x| s%|1—a| donc%|un—oc| sﬁ| 1—a| (x1/2)

Or |un+1—a| S%|un—oc| donc |un+1—a| S%|1—a|. Donc Vn € N, |un—a| S%|1—oc|.
4.vneN,0<|u—al sin|1—a|.

lim 5| 1- a| 0 donc par encadrement I|m |un - a| 0 donc I|m Un =
— +

5.0na |un—a|sﬁ|1—a|s2nx3.

9 . 1 N 9 . 10° N 10
Pourque|un—a|§10 ,|Isuff|tque 3le & 2"x3210° <=2 2?<:>In(2)zln?

( )~ In@3) B .
& nIn(2) > 9In(10) — In(3) < n > 20 1|0 (2)'” 3) (~ 2831). Donc no = 29 convient.

6.VnelN, |un - 0c| <( ) |1 a| Les séries sont a termes positifs et Z( ) |1 a| converge (car - 1<1<1)

n>0

donc > | Un — oc| converge aussi. Donc la série Y (un — o) converge absolument, donc converge.
n>0 n>0

ECG2 : Année 2024-2025



Exercice 2
Partie | — Etude de la fonction f

1. lim |n(X) =-owdonc lim f(X) =+ In(X) = Ooo(x) donc f(X) ~+ X donc lim f(X) -+
x—>0 Xx—0 X = +0
f est dérivable sur JO; + co[ et V x>0, f'(x) =1 - % = %
X 0 1 + ®
f'(x) 0 +
f(x) +

+ o0

\ 1 /
2. Sur J0;1[ f est continue et strictement décroissante. De plus 2 € ]1; + o[, donc I'équation f(x) = 2 admet
une unique solution a sur ]0;1[. De méme, I'équation admet une unique solution b sur [1; + oo[.
3.f2)=2-1In(2)~1,3 f(b)=2 f(4)=4-2In(2)~2,6
f(2) < f(b) < f(4) et festcroissante sur [1; + o[, donc 2 <b < 4,

Partie Il — Etude d'une suite

4. Montrons par récurrence que Vn € IN, un existe et un>b :

_ Uo =4 donc uo existe et up > b d'aprés la partie I.

_ Supposons qu'a un rang N, Un existe et un>b :

Un > b donc un > 0 donc In(un) existe donc un+1 existe.

In(un) >b 2 +In(un) > 2 + In(b).

Orf(b)=2doncb-In(b)=2 2+In(b)=b donc un+1>h.

Conclusion : La suite (un)ne v st bien définie et V n € IN, u, € [2; + oo].

5.Vn € IN, Un+1 — Un = In(Un) + 2 — un = 2 — f(Un).

Or un > b et f croissante sur [2; + oo[ donc f(un) > f(b)  f(un)>2 2 —f(un) <O0.
Donc (un) est décroissante.

Ou : Montrons par récurrence que Vn € IN, Un+1 < Un :

_Uo=4 ui=In(ug) +2=2In(2) +2~ 3,4 donc ui<up

_ SUppOsSONS qu'a un rang N, Un+1 < Un :

Onaalors In(un+1) < In(un)  In(uUn+1) +2<1In(Un) + 2 Un+2 < Unst

Conclusion : ¥ n € IN, Un+1 < Un.

La suite (un) est décroissante et minorée par 2, donc, d'aprés la propriété de la limite monotone, elle
converge vers un réel L.

D'aprés le théoréme du point fixe,ona:L=In(L)+2 L-In(L)=2 f(L)=2.
D'apres la partie I, onadonc L =aou L =bh. Comme u, >b Vn € IN, la valeur a est impossible.
On a donc nIlrpooun =h.

N
6. Pour N € IN, posons Sn = Y (Un — Un+1) = Uo — Un+1 (par télescopage) = 4 — Un+1
n=0
+ 0
NIerJ un+1 = b donc NIirr+1 Sn =4 —b. Donc la série converge et > (Un—Un+1) =4 —b
n=0
Partie 111 — Etude d'une deuxieme suite

7. a. Si (vn) converge vers un réel L, d'aprés le théoreme du point fixe, L = L + In(L) donc In(L) =0
L=1 La seule limite réelle possible de (vn) est 1
b. Vn € IN, Va+1 — Vo =1In(vn) va>1donc In(va) > 0 donc vn+1 > Vi, La suite est croissante.
Si (vn) converge, alors sa limite est 1. C'est impossible car vo = 2 et (vn) est croissante.
Donc (vn) est croissante et ne converge pas. Donc nIinlovn =+ o0
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Exercice 31)a) V x € R, fi(x) = x.e + e
lim x.e** =0 par croissances comparées (car k > 0) et Iim e =0 donc XILm f(x)=0

X — —00

limx+1=+oet lime* =+ o donc I|mfk(x)—+oo

b) f« est dérivable sur Ret V x € R, fi(X) = 1.eX + (x + 1)ke** = (kx + k + 1)e** du signe de kx + k + 1
kx+k+1:0<:>x:-kEl :-1—%
k@) =1 fk(-1)=0 A« (—l — l) = (—1 1 + 1)exp (k ( K+ 1D =1 exp(- (k + 1)
Kk Kk k Kk

X - 0 -1-1/k -1 0 + o0
fi'(x) — 0 + + +
f(x) | 0 / o0

\e-(k+1)/k

2.a) k> 1etsur]- o ;-1], fk est négative, donc I’équation fi(x) = k n’admet pas de solution.

Sur [1 ;+ oof, fk est continue et strictement croissante, et k € [0 ; + o[, donc 1’équation fk(X) = k admet une
unique solution uk sur [1 ;+ oo, donc sur R.

b) On sait que f1(0) = 1 donc 0 est I’unique solution de 1’équation fi(x) = 1. Donc uz = 0.

JHVvk>1f(0)=1 fi(u) =k T« (M) = (ng + 1)exp(|n(k) = Iﬂ(lﬁkJu k =In(k) + k

K
Ork>1doncin(k)>0 In(k)+k>k donc fi(0) < fil(u) < fx (ﬂk‘ﬁ)

Comme fx est strictement croissante sur [-1 ; + o[, 0 < Uk < ng

kIlr[l Jk—l 0 par croissances comparées, donc par encadrement, I|m uk = 0.
— +o0

4) a) fu(uk) = k < (uk + 1)e¥% = k < In((uk + 1)e¥*) = In(k) < In(uk + 1) + k.uk = In(k)
In(k) In(uk +1)

S Uk = K
k.uk _ . In(uk+1) . _ . B
b) Donc In(k) 1- In(k) Jim ux=0donc lim In(1 +ux) =0
. _ k.u . Uk _ _In(k)
Comme kIer+1ooln(k) =+ »+ooln(k) =1 kILer—ln =1  Uk~+o K
k

5.Vk=3,In(k) =1 mk& % Les termes sont positifs (ou on montre que % =t o(mkkj )

La série Z dlverge donc la série Y, Jk—l diverge, donc la série Y uk diverge.
> 1K k>1 k>1

Exercice 4 () Hy(r) = In((at" + 1 — a))'") = lIn(l +at' —a)

tr = ¢ I|m rIn(t) 0 donc I|m t'=1 donc I|m0 at'—a=0
r—

Donc In(l + atr —a)~pat' —a~o a(tr —1) ~oa(e™® 1)

Comme Iimor.ln(t) =0 e""O_1~r.In(t) donc Hi(r) ~o w ~o aln(t) donc IimOHt(r) = a.n(t).
r— r—

a
Si(r) = e donc 1im Sy(r) = €O =2, (b) F(X, y) = lim N y)(r) = lim yS,(r) = yz3= ﬁa = xyla
r—o0 r-o0 r-0 Yy
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