Devoir surveillé n°4 - Correction

Exercice 1
def h(n,x):
return x**n+1+1/x**n

if h(n,c) <4 :
a=C
else :
b=c
return a
Sihn(c) <4 hn(c) < hn(vn) et comme hy est croissante sur [1; + oo[, C < Vn.
Vh € [C;b] donc on pose a=c (et sinon b = c).
c) Sur le graphique sont représentées les valeurs de v»" pour n € {1, ..., 20}.
Il semble que vi" soit constant. (environ égal a 2,6).

Exercice 2

20 -1 10-1
Partie A—Etudeducasota=11.M={01 0 [doncM—-13={0 0 O
100 10-1

1) (0) (-1 1
rang(M — I3) = rang &0] [0] ( 0 D = rang HOD (car C2=0¢et C3=- C1) = 1 (le vecteur est non nul, donc
1/\0/ \-1 1

forme une famille libre).
10-1y10-1 000
2.(M—I3)2:[O 0 0][0 0 0]:{0 0 OJ:O&
10-1A10 -1 000

Le polyndme (X — 1)? est donc un polyndme annulateur de M.
3. (M—13)?=0et M et I3 commutent donc M?> = 2IsM + 1:2=0 M?—2M+13=0

001
M(M—-2I5)=-13  M(2l3— M) = ls. Donc M est inversible et M =213~ M (on trouve M= [ 01 0])
-1 02
4. a) Par récurrence :
_pourn=0:M%=15 posonsap=0cetho=1 alorsaM + bolz =13  La propriété est vraie au rang 0.
__supposons qu’a un rang n, M" = a,M + bnl3
AlOI’S Mn+1 = MnM = (anM + bn|3)M = anM2 + bnM = an(ZM — |3) + bnM = (2an + bn)M — an|3

an+1=2an + b
AVBC{ n+l n n

bt = -3, 0N &M =amaM + boals

=0 {an+1:2an+bn

Conclusion : en posant{ " etvneN, _ ,ona:vnelN,M"=aM + bnls
bo— 1 bn+1 = -an

b) vV n e N, ans2 = 2an+1 + bn+1 = 2an+1 — an

C) (an) est une suite linéaire récurrente d’ordre 2. Equation caractéristique :
X2=2X-1 X?-2X+1=0 (X-1)>=0 racinedouble:1

Donc il existe deux réels A et ptelsque : an=(A.n+ w)1"=A.n + p

a1 =2ap+bo=1 {:2;(1) Q{;:;ﬁ:fj{;:(l) DoncVnelN,a=n
Etbh=an1—2an=n+1-2n=1-n.
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20 -1 100 n+1 0 -n
DoncVne NNM"=nM+@1-n)l3=n.|01 0 |+@2-n)010|=f 0 1 0 |

100 001 n 01-n
Remarque : On pouvait également remarquer que M = (M — I3) + I3 et utiliser la formule du bindme.
Partie B— Etude ducasoua=0

2 11 -1 X 2X—y—2=X
4. M=|1 0 -1 SiX=|Y||MX=X<1X-2=Yy & X-y-z=0ox=y+z
1-10 z X-y=2Z

y+z 1) /1
Donc = {[ y } (Y, 2) € IRZ} = Vect [[1] [OB Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc forment
z 0/ \1

une base de #. Donc dim(F) = 2.

5.C1 + C2+ C3=0donc M n'est pas inversible (ou par pivot)

Partie C — Etude du cas ou a est différent de O et 1
6.bu+cv+dw=0<Db(1,1,1)+c(1,0,1)+d(1,1,0)=(0,0,0) (lalettre ‘a’ est déja prise)

b+c+d=0 b+c+d=0 b=0

Q{b+d:0 @{C=O Lo —Li—Lo @{C=0 donc la famille est libre.
b+c=0 d=0 L3—Li1-L3s d=0

De plus dim(E) = 3 et card(u, v, w) = 3 donc c'est une base.

111
Ou : la matrice de la famille (u, v, w) dans la base canonique est : N = {1 0 1}
110

111
{0 1 0] Lo «—Li—-Ly Lz« Li—Ls Lamatrice esttriangulaire sans 0 sur la diagonale.
001

Donc N est inversible. Donc la famille (u, v, w) est une base de IR®.

2 a1l -1Y1 a
7. MatriciellementMU=| 1-a a a1 | 1|=|a|=aU doncf(u)=au
1 a1 0 A1 a

2 al -1Y1 1
Av=|1la a al|0|=|0]|=Vdoncf(v)=v.
1 a1 0 A1 1

2 a1l -1Y1 a+l a 1
8AW=|1la a al|1|= 1 |=/0|+|1|=aV+W (ouparsysttme) donc f(w) =av + w.
0

1 a1 0 a a 0
9. f(u) f(v) f(w)

ao0o u
T=101 a \Y}
001/ w

111
10.a) Ona: M = Mgy(f) et T = Mg(f). PosonsP:P@,@:[l 0 1}
110

Alors, d'aprés la formule de changement de base, M = P.T.P!

111y (100
b|101| [010
110/ \oo1

111 100
010 1-10 Lo—I11-Ly L3<—Li1—-L3s

001 10 -1
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0 001

O} [1 -1 O} L «—L1—L3

1 10 -1

0 111 111

0} {1 -1 0}L1<—L1—L2 donCP'1=[1 -1 OJ

1 1 0 -1 1 -1
0
0
1

a0 0
11. a) Par récurrence surn:_TO9=13 0 10a|=

an a0 0 a*lo 0
= 0 1la+na|=| 0 1 (n+1a
0 0 1 00 1

_ Supposons qu’a un rang n, "= [
a

Alors T™'=T"T=| 0 0
0 0

0
1
0
a0 o0
DoncvnelN, T (O 1 n.a}.
00

at 00
b) Est-ce que T'1:[ 01 -a]? (a= 0 donc 1/aexiste)
001
a00ylaoo 100
{0 1 a}( 01 -a]:[O 1 0}: I3 donc 1I’égalité est vraie pour n = -1.
001ANO0 01 001
111ya"0 0Yy-111
12. M =PTPldonc vV n e N, M"= PT”P'lz[l 0 1}[0 1 n.a}[l -1 OJ
11000 1 A1 0 -1

a1 na+1Yy-11 1 -aA"+na+2 a"-1 a"-na-1
=la"0 1 1 -10|= at+1 a" a"—-1
a" 1

n na 1 0 -1 -aA"+na+1 a"-1 a"—na

Exercice 3 1) _'0n =0, = - 0n donc On € 4n(R).

_ S0it M e _n(R) et M' € 4n(R). Alors (M +M) ="M +'M'=-M-M'=- (M + M) donc M + M' € 4(R)
_Soit M e 4(R) et A € R. Alors {(AM) = A'M = A(-M) = - AM donc AM € 4n(R).

Donc 2 (IR) est un sous-espace vectoriel de ¢ (R).

2) a) Soit M e n(R). 'f(M) = {(CAIM + MA) = {(((A)M) + (MA) = 'M'('A) +'A'M = 'MA + 'A'M

Comme M € 4n(R), 'M = - M donc f(M) = - MA + 'A(-M) = - (AM + MA) = - f(M). Donc f(M) e 4n(R).
b) VM e _a(R), ¥ N e 4(R), VX € R,

f(M + N) = (‘A)(M + N) + (M + N)A =AM + 'AN + MA + NA = (‘{AM + MA) + (‘AN + NA) = f(M) + f(N)
f(M) = 'AAM) + (AM)A = L'AM + AMA = L('AM + MA) = Af(M). Donc f est une application linéaire.
De plus, V M € n(R), f(M) € 2:(IR). Donc f est un endomorphisme de 4n(IR).

abec adg
3)a)PosonsM=|d e f| AlorstM=|b e h|

g hi c fi
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ra=-a
gz(t:) ra=0
b=-d d::g 0bec
M=-Meq e=-eq J_o doncas(R)=1|b 0 | (bchHeR
h=- . - -fO0
c=-g 1=0
fo. \h=-f
L= -i
A3(R) = (bJ + cK +fL, (b, ¢, f) € R®) = Vect(J, K, L). Donc (J, K, L) est une famille génératrice de _23(R).
ra=0
0 ab Eig a=0
b)al +bK +cL =03 | -a 0 € |=03¢9 |y < b=0. Donclafamille est libre.
-b -cO =0 c=0
~-c=0

Comme elle est aussi génératrice de 43(IR), c'est une base de J23(R). Donc 43(IR) est de dimension 3.

0 00y010) (010y001) (000) (0-10Y) (0-10
4)a)f(0)='AJ+JA=|0 -1 0[-100|+|/-100)0-10|={100[+/00 -1|=[1 0 -1
100looo) Lloookooo/ o100/ Looo) lo1o0

=-J-L
0 00YyO0O01 0 01y0 01 000 000
f(K):[O -1 O][O 0 O]+[O 0 OJ[O -1 OJ:[O 0 OJ+[O 0 0}:03
1 00A-100 -1 00/A0 0O 001 00 -1
0 00yOoOO 0 00YyOO1 00O 000 000
f(L):[O -1 O](O 0 1]+[O 0 1}{0 -1 OJ:{O 0 -1J+(O 0 0]:{0 0 -l]:-L
10 0A0-10 0-10/A000O0 00O 010 010
0 bec
Ou:SoitM:[-b 0 f]eﬂg(lR)
-c -fO0
0 00YO0 bec 0 bcyo o1 000 0-b 0 0 -b 0
f(M){o 2 o](-b : f]{-b : fj(o 2 po : -f]+[o : -be : -b-f]
1 0 0A-c -fO -c-fOANO OO Obec 0 f -c 0Ob+f O
(on retrouve que f(M) € _43(R))
0-10 00O
Avecbzletc:f:OOntrouve:f(J):(l 0 -1} De méme, on trouve f(K) = 03 etf(L):[O 0 -1].
010 010

b) (J, K, L) forment une base de ,23(IR) donc Im(f) = Vect(f(J), f(K), f(L)) = Vect(- J - L, -L)
=Vect(J+L,L)=Vect(J+L-L,L)=Vect(J, L).

Ces deux vecteurs forment une famille libre, donc une base de Im(f).

c) D'apres le théoréeme du rang, dim(Ker(f)) = dim(23(R)) — dim(Im(f)) =3-2=1.

Or K e Ker(f) et K est non nul donc forme une famille libre. Donc K est une base de Ker(f).

-b=0
b=0 b=0 00c
Ou, d’aprés la question a, (M) =0s =\ |y _ <:>{f:0 Donc Ker(f)=1] 0 0 0|, c e R [ = Vect(K)
- 00
-f=0

5) () f(K) f(L)

-:100)J 00O 0) (0
F=|100 0 |K 6)rang(f+Id)=rang(F+1Is)=rang| 0 1 O |=rang|| O || 1 ||=2car les vecteurs ne
-10-1/L -100 -1/ \0

sont pas colinéaires.
ECG2 : Année 2024-2025



