Devoir surveillé n°5 - Correction

Exercice 1

b _a+x)+b(2-—x)_(a—b)x+2a+2b
1a)VxG[01]2 X 2+x 2-x)(2+x) 4_x2
a_ b {a b=0 {a b b= 1
o 2+x T 12a+20=14p=127P=

. e . 1
Par identif n =
ar identificatio 1

Donc V x € [0,1], 2 1x 411(21x+21x)

1 1 1 1 1
b. Doncun=f04dexzzfo(ﬂ+2+x)dxzz[-In(|2—x|)+|n(|2+x|)]0

=2 (- In(D) + In@) ~ (- In2) + In(2))) = + In(3).

1 1 Y ! Lo oL (2
2.u1= f04 o dx = [Zln(|4—x|)}o—- In(3)+2In(4)—2In(3)—ln(\/§)
n+2 n_ \n+2 N(A _ y2
3.a)Vne N, 4un—Uns2=4 X dx flx dx:f“b(—xzdx:fle_x)z( dx:ﬁxndx

04 NG 04— x? 0 4-X 0
:[Lx”+1:|1: 1
n+1 0 n+1

b) vn € IN, 4un — Unez =

nTll <> Un+2 = 4Un _n—Jlrl donc VK > 2, uk = 4uk-2 —ﬁ
def suite(n):
if ((1)**n==1: #Sin est pair
u =np.log(3)/4 #uO
for kin range (2, n+1, 2) : #bouclede2en?2
u=4*u-1/(k-1)
else :
u =np.log(2/np.sqrt(3)) #ul
for kiin range (3, n+1, 2):
u=4*u-1/(k-1)

return u
4,V xe[0;1],0<x<1 -1<-x°<0 3<4- x2<4
La fonction inverse étant décroissante sur ]0; + oo[, L 1
4 4 — x? 3
X" X" x 1 X" 1 X"
n - - - —_
> 0 donc & 4 < 132 3 t par croissance de l'intégrale (0 < 1) : 0 dx <up < fo 3 dx
Comme f x"dx = 1 (voir question précédente) L <Un< 1
0 +1 "4n+1)” T " 3(n+ 1)
1 1 . _
b) Ilrgw4( 1) =0et nlirﬂog(n 1) =0, donc par encadrement, n'L”Jw“n =0.

1 1
C) an+ 1) ™ et la série Z4n diverge (série harmonique), donc comme les séries sont a termes

nx1

positifs, la série Z diverge.

1
4(n +1)
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OrvnelN < un (et les termes toujours positifs), la série Y. un diverge aussi.

1
RUMDR neN
5. a) Le graphe représente les points (n, 3n.un), pour n de 0 a 4.

Il semble que 3n.un tende vers 1, donc que nlirg n 1, donc Un ~+« 3i (Réponse 3)

—_— n.
3n
, 2X
__1 u'(x) = 4 x2)?
, . o Jux) = — 2 (4-x) 1 )
b) Intégration par parties : 4 X (u et v sont de classe C* sur [0;1])
V'(X) = X" V() =7 xntt
Don _[ 1 x”*l}l 11 2x"M? dx = 1 2 (1 X" d
oncUn =1 h¥14_x 0_fon+1 @ x2%73m+1) n+1Jo (4 — x?)? X
1 Xn+2
c) Posons Jn = fo m dx.
Onsaitque Vx € [0,1] 3<4-x><4 donc9<(4—x?)%<16

n+2 Xn+2 Xn+2

16 = (47" 9

et de la méme maniére qu'en question 4. a)

1 o1 1,1 o

Comme fox dx = n+3 16(n+3) _Jn_g(n +3)" donc par encadrement nILrUmJ”‘O'

d)vnelN,3n = ZLJ n__ nh let lim Jo=0,donc lim3n.un=1
) e IN, .Un—n+1— n+1 n n+ 1 +oon + o0 enl)ho n="V, OCnl>+OO Un =

1
Donc Un ~+ o =—.
" T 3n

Exercice 2
1. Il'y a k tirages indépendants (car avec remise). A chaque tirage, la probabilité d'obtenir la boule n°i est %

Xi est le nombre de fois ou on tire la boule i.

Donc Xi — B(k, %) Donc E(X)) = % V(Xi) = E X (1 — %) = Mnn;zll

2. a) P((Xi = K)n(Xj = k)) = 0 (évenement impossible), alors que P(Xi = K)P(Xj = k) = 0.

Donc X et X; ne sont pas indépendantes.

b) Plus on tire la boule n°i, moins on tire la boule n°j donc quand X est grand, X; a tendance a étre petit.
Donc cov(Xi, X)) <0.

c) Xi + X; est le nombre d'obtentions des boules i et j lors des k premiers tirages. (probabilité 2/n a chaque
tirage).

De méme que pour la questionl, on a donc X; + X; — B(k, %) et V(Xi + Xj) = k%(l - %j = Mr:}z;a
2k(n—2) _2k(n-1)
n2 = n

d) V(Xi + Xj) = V(Xi) + V(X)) + 2cov(Xi, Xj) donc

K@n-2) ;Zk(n —1__ % (On retrouve bien que cov(Xi, X;j) < 0)

+ 2cov(Xi, Xj)

cov(Xi, Xj) =

Exercice 3
1) a) La probabilité de faire pile est p. Il y a n lancers indépendants. X est le nombre de piles obtenus. Donc
X — @&(n,p). X(@)=1{0, ...,n}, VK e {0, ..., n}, PX =k) = (K)pK(L - p)™*.

E(X)=np V(X)=np(l-p).
ECG2 : Année 2024-2025



b) D'aprés la formule de Huygens : V(X) = E(X?) —E(X)*> np(1 —p) = E(X?) — n?p?
E(X?) =np(1—p + np)

2) Si (X =0) on tire dans l'urne n°0 : (0 vertes, n rouges) donc Px=0)(Y =0) =Pyo(R) =1
Si (X =n) on tire dans I'urne n°n : (n vertes, 0 rouges) donc Px =n)(Y = 0) = Pun(R) = 0.
Si X et Y sont indépendantes alors Px=0)(Y = 0) =P(Y = 0) et Px=n)(Y = 0) = P(Y = 0)
Px=0)(Y =0) = Px=n)(Y =0) donc X et Y ne sont pas indépendantes.
Ou:P(X=nN(Y=0)=0etP(X=n)=0 P(Y =0)=0donc

P((X=n)n(Y =0)) #P(X =n) x P(Y =0) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

b) Si (X =K) on tire dans I'urne n°k : (n boules dont k vertes) donc Pix =k)(Y = 1) = Puk(V) :lﬁ(

¢) (X =K)k e {0, ..., ny €St UN Systeme complet d'évenements. D'apres la formule des probabilités
totales :

P(Yy=1)= %P(XZK)P(sz)(YZDZ iP(X:k)x%:%Zn:k_P(X:k):gnéz_
k=0

d) Y(Q) = {0, 1} et P(Y = 1) = —(—2 JQ =p. Donc Y — @(p) E(Y)=p

3) a) Plus X est grand, plus la proportlon de boules vertes dans I'urne est grande, donc plus la probabilité que
Y soit égale a 1 est grande. Donc cov(X, Y) > 0.
b) D'apres le théoreme de transfert,

E(XY) = S KiP(X=K) A (Y =)

0<k<n,0<i<1

-y KOP((X=K) (Y =0)+ 5 kLP((X=K) N (Y =1))
k=0 k=0

=0+ Z KPX=K)Px=k(Y=1)= Z ﬂx—kl E(XZ)
k=0

) cov(X,Y) = E(XY) — E)E(Y) = L e - E(X)HE(X) = % (E(X?) — E(X)?) = % V(X)

=p(1-p).
p(X Y) = COV(X1 Y) = p(l __ p) — p(l _ p) - i
F o(X)a(Y)  Anp(L-pnp(l-p)  mfp—p)° n
def lois_XetY(n, p):
X=rd.binomial(n,p)
if rd.random()<X/n:
Y=1
else:
Y=0
return (X,Y)

Exercice 4 1. V k> 1,P(X1=k) =g*p E(X1) = % V(X1) = 1—_29

p
2.P(A=0) = P(| X1 —Xz| =0) = P(X1 = X2) = 3. P((X1 = K)"(X2 = k))
k=1
= > P(X1=k)P(X2=Kk) (X1, Xz indépendantes) = Z q“tp g¢ip = p? Z (g?)k?
k=1 k=1 k=1
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2
Posonsk'=k—-1:P(A=0) = pZ(qZ)"—px LI D =P

o - (1-g+a) l+q
3.a) P(X1—X2=n) =P(X1=Xz2+n) = > P((X2=K)N(X1=n+Kk))
k=1
+ 00
= > P (X2 =k) P(X1 = n + k) (car X1, X2 indépendantes)
k=1
+ o0 + o0 n
b) Done P(X: ~Xe =) = ¥ a“'pa™*p=q" ¥ ¢“'paip=qP(a=0) =1
k=1 k=1

n> 1 donc P(A = n) = P(| X1 — Xs| = n) = P(X1 — X2 = n) + P(X1 — X2 = -n)
=P(X1—Xz2=n) +P(X2—-X1=n)

X1 et X2 ont des rbles symétriques, donc P(A =n) =2P(X1—Xz2=n) = 2pq°

1+q

4a) Y nP(A=n)=0xP(A=0)+ Zn an”l

n>0 n>1 n>1

-1 < g < 1donc la série converge (absolument). Donc A admet une espérance et
_2pq 1 __2pq __ 2q

B =T g T @R P+ o)

b) E((X1 — X2)?) = E(X1? — 2X1X2 + X2?)

= E(X1?) — 2E(X1X2) + E(X2?) par linéarité de I'espérance

= E(X1?) — 2E(X1)E(X2) + E(X2?) car X1, X, indépendantes

= E(X1?) — 2E(X1)? + E(X1?) (car X1 et X, méme loi) = 2(E(X1?) — E(X1)?) = 2V(X1)

E(A%) = E(| X1 — Xa|?) = E((X1 — X2)?) = 2V(Xa) = Zp—é‘t

1+q 1+q

donc A admet une variance et
_ _2 20 2 _2q(1+0q)*—49® _29(1+q?)
VA—EAZ—EAZ——q‘—( )_ =
(8) = A ~E) p(1 +0) p’l+a)P — pl+o)
5. A< min (X, X2) + X3 > max (X1, X2) < X3z > max(Xy, X2) — min(Xz, X2)

i X1 > Xo max(Xy, X2) = X1 min(Xy, X2) = X2 A=|Xi—Xo| = X1 - X,
i Xp < Xo max(Xy, X2) = X2 min(Xy, X2) = X1 A= |X1—Xo| = X2 — X1
donc A = max(Xz, X2) — min(Xy, X2) donc A< A> Xa.

+ oo + o0

6.a) P (A) =P(A>X3) = > P((A=k)n(Xs>k)) = > P (A =k) P(X3>K) (car A et X3 indépendantes)
k=0 k=0

+ 00
=P(A=0)P(Xs>0)+ > P(A=Kk)P(X3>Kk)

k=1
Or (X3 > k) ="les k premiers sont des échecs" P(X3 > k) =g~

p 2pg" p 29k — L _2p ( 1 j

Donc P(A) = 7o x 1+ 21+q =T+g 1+qZ(q) 1+q T+qlI- 1

b, 2 —2): p 2-(1-¢)_ p(1+q2) _(1+9)
1+ql 2 1+qg 1-¢° ~ (1+ql-9) (1+0)y?
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