D.S. n°6 - Correction

Exercice 1
[1 0 -1}[1 0 -1} [0 0 0}
l.(M—|3)2: 00 O0|00O0|=|{000]|=0s
10-1AN10 -1 000
2. Le polyndme (X — 1)? est donc un polyndme annulateur de M.
Les seules valeurs propres possibles de M sont les racines de (X — 1)2.
Donc la seule valeur propre possible de M est 1.

3. 0 n'est pas valeur propre de M, donc M est inversible.
Or M — I3 n'est pas inversible (car C2 = 0 ou C3 = -C3). Donc 1 est valeur propre de M.

10
Si M est diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que M = PDP* avec D = (0 1
00

Donc M = PI3P 1 = 13. Or M # I3, donc M n'est pas diagonalisable.
(on peut aussi chercher E1(M) qui est de dimension 2 < 3)

Exercice 2

1V /1 1 1
Partie | 1. a) rang(A — 2I) = rang [[1J [1J [1D = rang[[lﬂ =1 car le vecteur est non nul.
1/\1 1 1

b) rang(A — 21) < 3, donc A — 21 n'est pas inversible. Donc 2 est valeur propre de A.
De plus, d'apres le théoréme du rang, dim(E2) =3 —rang(A-2)=3-1=2.

X
C)Soitxz[y].(A—2I)X=0<:>x+y+z=0<:>z:-x—y
z
X 1 0
Donc Ez = Yy || xeR,yeR{=Vect|| 0 || 1 ||.Cesdeux vecteursne sont pas colinéaires, donc
X-Y -1/ \-1

forment une famille libre, donc ils forment une base de Eo.
d) La somme des dimensions des sous-espaces propres est inférieure ou égale a 3. Donc au maximum, A
admet encore une valeur propre, avec un sous-espace propre de dimension 1.

abec abcyl a+b+c
2.a)NotonsM=|d e f| AlosMU=|d e f||1l|=d+e+f]|

g hi g h il g+h+i
MU est un vecteur colonne qui contient la somme par ligne des coefficients de M.
5
b) On adonc AU = [5] =5U, et U = 0 donc 5 est aussi valeur propre de A, et U est un vecteur propre
5
associé. Comme dim(Es) > 1 (car 5 est valeur propre) et dim(Es) < 1 (d'aprés question 1.d), ona:

dim(Es) =1
U € Es et U = 0 (donc famille libre), donc U est une base de Es.

1 0 1

3. dim(E2) + dim(Es) = 3 donc A est diagonalisable et ( 0 J [ 1 } [1J forment une base de vecteurs
-1 \-1) \1

propres. (On peut également remarquer que A est diagonalisable car elle est symétrique).

1 01 200
D'aprés la formule de changement de base, A = PDP, avec P = [ 01 1] etD = [0 2 OJ.
-1-11 005
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Partie 1l

4. Soit A € R. A valeur propre de B << B — Al non inversible < det(B — Al2) =0
( 1-1 -4

< det 1 3.1

B admet une seule valeur propre : 1

5. Si B est diagonalisable, alors il existe P inversible et D diagonale telles que B = PDP,

j=o@(-1—X)(3—x)+4=0@x2—2x+1@(x-1)2=0@x=1

10
avec D :(O 1) =1,.Donc B =PI,Pt =1,
Or B # I> donc B n'est pas diagonalisable.

2X—4y =0 -2 -2
Ou:avecxz(;)(B—Iz)X:0<:>{X)+(2yZO <:>x:-2y.DoncE1(B):{( yy),yelR}:Vect((lD

donc dim(E1(B)) = 1 < 2. Donc B n'est pas diagonalisable.
6. a) Les vecteurs v1 et v2 ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre.
De plus card(vi, v2) = 2 et dim(IR?) = 2, donc ils forment une base de R2.

b) Matriciellement:BVlz(_l1 ;)(i):(i):vl BVZ:(_ll _;)(_3):(_11):V1+V2.

11
Donc T = Mg(f) = (0 1).
c) Soit @ la base canonique de R%. Onadonc: Mg(f)=B Mp(f) =T

2 -1
Posons Q = Pg p = ( 10 ) Alors d'aprés la formule de changement de base, B = QTQ™.

Exercice 3
) Xne-x2/2a2 X2 1
. lim = lim x"*2¢>?232 = 0 par croissances comparées. Donc x"exp ( ) =t o(—z).
X —> +o0 l X —> +o0 a X

XZ

. . 1
Les deux fonctions sont positives et fl" ® de est convergente, donc I» est convergente.

- 2 2
2. ¢ est dérivable sur Ret Vx € R, ¢'(x) = 2La)z(exp ( X—) =- % exp ( 2)(?)

2
SOI'[X>OfXXBXp( )[a¢(x)]0—-a¢(X)+a¢(0)--aexp( ) a’

XZ
Jim - aexp( o +a?=a? donc |, = a°

X — +0

2
3) a) Intégration par parties : u(x) = x"  v'(x) = x exp ( 2a)

donc u'(x) = (n—1)x"? v(x) = - a® exp ( X?zz)

2 2
Donc [ x exz)( )dx -[ a2x" lexp( ﬂ + JE(n-1x2a? exp( )dx
ftxexp( )dx:-azt“exp( )+(n 1)a2ftx exp( )dx

2
b) lim f‘ X exp( )dx =l lim - a’t™ lexp( ta) 0 (croissances comparées)

t— +o0

tlirpwf‘x exp( )dx 2 donc In = (n - 1)a%lh-.

c) Donc I, = (2 — 1)a%lp = & V% I3 = 2a%1; = 2a*.

4, f Ooo ga(x)dx = f 000 0dx converge et vaut 0.
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2
f" * ga(x)dx = 2 f" * Xexp ( X jdx converge car Iy converge et vaut 12 xa’=1.
Donc f " ga(x)dx converge et vaut 0 + 1 = 1.
: : 1 t2
5.5iXx<0Ga(x) = X 0dt=0 six>0,Gax)= fO ga(t)dt+ fXga(t)dt=0+ 2 S texp ( ﬁ)dt =
0six<0

2 X2 2 X2 2
(—a exp(—2—a2)+a):1—exp (Z_az) Ga(X) =1 1 _ exp( X )5|x>0

6. De méme, f_ooo X.ga(X)dx converge et vaut 0.

J5 © x.ga(x)dx = al S5 = xPexp ( )dx converge car I converge et vaut = 2 x a \[ \[

Donc J* * x.ga(X)dx converge et vaut a 2

7. De méme, J 0 x2ga(x)dx converge et vaut 0.

2
J5 = X2ga(x)dx = 2 f* © x3exp ( )dx converge car I3 converge et vaut 12 x 2a* = 282

Exercice 4
1)VkeN*PZ=k = [LA-tLdt= fL (1t (t-1+Ddt= f1(-(1-t)f+(L-t<1)dt

T o 1 k}l_ (1 1)1 1 _k+l-k_ 1
_[k+1(1_t) k@0 =0 T KTk k1 k(k+ 1) k(k+ D)

(on peut également faire une intégration par parties)

Ko -
2) a) \vd k S IN, P(Z = k) - j;)+ 0 tkel 7\’ Xtdt - f+ook_ 7\’ e (}\'+1)tdt

. o X da_ 1 1
Changement de variable : x= (A + )t <t = i1 donc X-oel € dt= —X 1 dx »

k
1 A —_ — + oo X -X 1 +o00 224X
Les bornes sont inchangées. Donc P(Z = k) = [ (k " J reo— dx =0+ 1)k+1 5 e dx

k

b) Pour k e IN, notons I = fo’”’o g eax.

O
Pourk =0 Io:fo’”’oaexdx S5 edx
Posons X>0 fXeXdx=[-eX]¥=-e*+1 lim-eX+1=1donclo=1.

X — +o0

Supposons qu’a un rang k, Ix = 1.
k+1

X
(k+ 1)

Soit X > 0. Notons Ik1(X) = [ e*dx

k+l k
Intégration par parties : { uix) = (k + 1)! { W)= kI uetvsont de classe C! sur [0; + oo].
v’(X) = ¥ V(X) = - e~

B Xk+1 N X N Xk « _ Xk+1e-X
Donc lk+1(X) —[- me } o Kl © dx =- k+ D)1 + Ik(X).
XIerJ XK*1eX = 0 par croissances comparées et XILrQ Ik(X) = Ik = 1 par hypothése de récurrence.

Donc lk+1 = 1.

k
Conclusion : V k € N, f+°°—e"dx 1.
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¢) Donc v k € N, P(Z = k) = —2

(7\’+1)k+1'
, , _ i _ _ A A 1 k1
PosonsZ’=Z+1 Z(Q)=N*etvVk>1,P(Z =k)=P(Z=k-1) = R
_ RS , ( A )
_(1_7»+1) k+ld0ncZ éGk+1'
w1 _Aa+tl_. 1 . P |
d) Donc E(Z’) = T _1+k Z=27"—1donc E(Z)=E(Z’) 1_7{

A+l
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