Devoir Surveillé n°8 - Correction

Exercice 1

1) D'apres les lignes de niveau, il semble y avoir un minimum local en (1,1), qui vaut 3.

2) f est de classe C? sur ]0; + oo[ x JO; + oo [ comme somme et quotients de fonctions usuelles de classe C2.
(les dénominateurs ne s'annulant pas).

b) WX >0, Wy > 0, a1f(x, y) :%—%et 2:8(x, y) =-§,—)§+2y

X2 _ 2
i critque o> | 200 0=0 1 X 70 v
(X, y) point critique < 62f(X,y):0<:> -2x+24_0<:> 2x+2y4 =0
'
y = X (car x et y positifs) {y:x {y:x {y:x {y:l
{-x+x4:0 CIx-1)=0 [x=00ux¥=1< x=1Crx=0 <15 -9

Donc f admet un unique point critique : A(1, 1).

2

C) VX > 0’ \v/y > O, 821,11:()(, y) :% 822‘1f(X, y) = - y3 azl,Zf(X, y) = -% aZZ,Zf(X, y) = % + 2

0%11f(1,1) 821,2f(1,1)) 3 ( 2 -2)
0%21f(1,1) 0%.f(1,1)) " \-2 8/
2-L -2
-2 8- 7»)'
A valeur propre de H <> H — Al2 non inversible < (2 - A)(8-1) —4=0< A2 -10A+12=0

Donc H :(

d) Soit & € R. H—Mz=(

c . .
Aho = A 12 > 0 donc les deux valeurs propres sont non nulles et de méme signe.

Ethi+A2=- g =10 > 0 donc les deux valeurs propres sont positives.

Les deux valeurs propres sont strictement positives, donc il s'agit d'un minimum local. Et f(1, 1) = 3.
Ou:A=100—48=52 2 racines: i = 0+2 13:5+\/1_3>0 A2=5-+/13<0.

() ()

1. a1 > 52

Exercice 2
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2.0nvoitque A= 13+ B, avecB:(
(0 1 1}[0 1 1}
001|001
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I3 et B commutent, donc d'apres la formule du binéme de Newton :

YneN A" =(:+B)'= Y ()B4 = (5)B%:" + (1)BU"" + (3)B4:™ + 03 (pour n > 2)
k=0

nn+1

1 o n+1)

a nn-1) ,_ 2 nn—1) 2n+n(n—1) n(n+1)

Is+n.B+ 5 B = 01 N carn+ > T > = >
00 1
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1
1} la formule est
1

O OB
o - O
= O O
O O
O rFr K

Pourn=0 Al=I3= [ } la formule est encore vraie. Pourn=1 A°= A= (

encore vraie.

1410
3) A*= [0 14 } Il'y a donc 10 chemins entre s; et s3 (valeur ligne 1 — colonne 3 de A%).
00 1

Exercice 3
1)V x € R, Fy(x) = P(Y < x) = P(|X| <x)
_si X< 0:I’inéquation n’a pas de solution Fvy(x) =0
_SixX20:Fy(X) =P(-x £ X <X) = D(X) — D(-X) = D(X) — (1 — D(X)) = 2dD(x) — 1
Fols) = { 0six<0

() = 20(x) —1si x>0
2) Fy est de continue et de classe C* sur ]-oo ;0[ comme fonction nulle et sur JO ; + oof car ® Iest.
Deplus Iim0=0et lim2d(x)-1=200)-1=2x i 1 =0 (car @ est continue en 0).

X—0 X—0 2

Donc Fy est continue en 0.
Fv est continue sur R et de classe C! sur R sauf peut-étre en 0, donc Y est une variable a densité.

. 0six>0
Fy —{OS"“O D densité de Y estfv() =1 [2_ ( X
V() =1 2q(x) six >0 DONCune densité de 'Y es v(X) = %exp(—{)sixz 0

Exercice 4
1.VXxeR,Fy(x)=P(Y’ <x)=P(- In(Y) <x) =P(In(Y) > -x) = P(Y > eX) = 1 — Fv(e™).
O0siy<O0
or, FY(y):{l—e‘ysiyzo
VX eR,e*>0 donc Fy(X) =1—(1—exp(-e™)) =exp(- )
2.3) VX € R, Frn(X) = P(Tnh < xX) = P(Max(Xy, ..., Xn) <X) = P("tous sont < x") = P((X1 < X)N...n(Xn £ X))
= P(X1 £x)...P(Xn < X) par indépendance

A . 1
= Fxa(X)" (car Xu, ..., Xn méme loi) Fm(X) = m.
b) Vx e R, Vn € IN*,
1 ex \" eX\"
P(Wn < X) = P(Tn—In(n) <x) =P(Tn <x +In(n)) = (1 + e M)n = (1 + eIn(n)) = (1 + ij :

-X\-N -
C)VXEIR,VHEIN*,(1+%X) :exp(-n'n(l.k%x))
e e e e X
lim=—=0doncInll+=—|~s0o— -nin[1+=—|~i0-e*

n n n n

- -X\-N
Donc nlirp -n In(l + %X) =-e™ et par continuité de la fonction exp nIin;\ (1 + % = exp(-e™).

Donc V x € R, nlirp Fwn(X) = Fy*(X), ou Y’ est la VAR définie dans la premiére question.

Donc la suite (Wh) converge en loi vers Y’, qui suit une loi de Gumbel.

3. a) Les variables (X») sont indépendantes et admettent une méme espérance 0 et une méme variance.

Donc d’apres la loi faible des grands nombres, la moyenne Zn est proche de 0 (I’espérance de X) quand n est
grand.
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b) Zn = %(Xl + ... + Xy) donc par linéarité, E(Zn) = % (E(X1)) +... +EXn) =0

GZ

V(Zy) = #V(Xl + ...+ Xn) = #(V(Xl) + ...+ V(Xn)) (par indépendance) = % no?= Py
c) Les variables (X;) sont indépendantes, de méme loi et admettent une espérance et une variance non nulle.
Donc d'aprés le théoréme de la limite centrée, Z," = %@ = % = ZJ“GE converge en loi vers une

n —

\/n

variable aléatoire Z qui suit la loi M0,1).

Donc lim P ( in <Zn< %j = limP(-1<Zy" <1) =P(-1 <Z<1) = (1) - B(-1) = 2(1) ~ 1

~ 2 x0,8413 -1~ 0,6826.

_ _ U _ U «
2.a) VX e R, Fv(x)—P(Vgx)—P(In(l_ujgx)— P(l_ugej
O<U<1ldoncl-U>0.DoncFv(x)=PU<(1-U)e) =PU + Ue*<e

X

e e*
=P+ <€) =P(U s g (ar 1+ > 0) =R

X X

e e
b)VXeIReX>01+eX>0donc1+ex>O O<1doncex<ex+1donceX+1<1
eX
DoncOseX+1s1
donc Fv(x) = Ful 5| = =2 —=—& - L v/ suit la méme loi que X
onc Fv(x) = Y e TEAl el teY) T+eX suit la méme loi que X.

¢) u=rd.random()
v=np.log(u/(1-u))
Remarque : C'est un cas particulier de la méthode d'inversion (voir chapitre 16 feuille n°1, exercice 2) :

:y<:>1+e'X:1c>e‘X:1—_¥c>-x:In(l—_x)
y y y

VxeR, Vye]Ol,F(X)=y <

1+e™
S X= In(l—_Ly) donc F(y) = In(l—_L).
g)ef Z(n) :

u=rd.random(n)
v=np.log(u/(1-u))
return np.mean(v)
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