Révisions Algébre linéaire — Correction

Exercice 1
Entrée Sortie
Ex : Limite(...) Suite, fonction Réel (ou o)
Vect(...) Vecteur, Fam Vect | SEV, EV
Ker(...) Endo, AL SEV
Im(...) Endo, AL SEV
u(...) (u endomorphisme, AL) | Vecteur Vecteur
card(...) Fam Vect IN
dim(...) SEV, EV IN
base(...) SEV, EV Fam Vect
rang(...) Matrice, Fam Vect, | IN
endo, AL
Exercice 2

1) 0,2 =0, donc 0; € F.

1,2 =1, donc 12 € % Mais (212)? = 412 = 21, donc 2, ¢ F Donc  n'est pas un sous-espace vectoriel de M(RR).

'0, =02 et-02=02donc 0z € G.
VMeGVvVMegVAieR
M+M)=M+M=-M-M=-(M+M)doncM+M e .

'(AM) = A'M =(-M) = -(AM) donc AM € g. Donc est G un sous-espace vectoriel de M2(IR).

ab ac
PosonsM—(C d)alorstM—(b d)

a=-a a=0

c=-b c=-b 0b 01
tM = -Me b=<c=)b=bh donc g:{(_b 0),be |R}:V6Ct((_l 0))

d=-d d=0

Le vecteur est non nul, donc forme une base de ¢.

Exercice 3

1) Soit P =aX?+bX +c. AlorsP'=2aX + b

f(P) = 2X(aX? + bX + ¢) — (X? — 1)(2aX + b) = 2aX® + 2bX? + 2cX — (2aX® + bX? — 2aX — b)
=bX%+ (2a+2c)X +b donc f(P) € R[X].

VPelRX],VQeR[X],VAeR,

f(P + Q) = 2X(P + Q) — (X2 = 1)(P + Q)" = 2XP + 2XQ — (X2 - 1)(P' + Q")

=2XP - (X?—1)P' + 2XQ — (X2 -1)Q' =f(P) + f(Q)

f(AP) = 2X(AP) — (X2 — 1)(AP)' = 2XAP — (X2 — 1)AP' = A(2XP — (X% — 1)P") = Af(P).

Donc f est un endomorphisme de IR2[X].

2) a) D'apres I'écriture précédente de f(P) :
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b=0 _
f(P)=0 @{ 2a+2c=0 @{E;_Oa. Donc Ker(f) = {aX?-a,a € R} = Vect(X? - 1).
b=0
Ker(f) = {0} donc f n'est pas bijective.
b) (1, X, X?) forme une base de R2[X]. Donc Im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X?))
avec (d'aprés la question 1.) : f(1) = 2X f(X) = X2+ 1, f(X?) = 2X. Im(f) = Vect(X? + 1, 2X)
Les vecteurs ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre, donc une base de Im(f).

010
3) a) D'aprés la question précédente A = [2 0 2].
010
b) f n'est pas bijective, donc A n'est pas inversible (ou C1 = C3). Donc 0 est valeur propre de A.

210 -2 1 0
c) rang(A — 213) = rang[( 2 -2 2 D = rang [[ 2 J [ZJ [ 2 D Us = - Uy — 2U2
0 1 -2 0 1 -2

-2 1
=rang & 2 } [ZB = 2 (les vecteurs ne sont pas colinéaires)
0 1

Donc A — 2I3 n'est pas inversible, donc 2 est valeur propre.
D'aprés le théoreme du rang, dim(E2(A)) = dim(Ms1(R)) —rang(A—2lz) =3-2=1

010)010
d) [2 0 2}[2 0 2]

010A010
010)(202\(040
[2 0 2}[0 4 o}[s 0 8} A3 = 4A donc 3= 4f,
010/l202/l040

c) A% —4A =0 donc X3 — 4X est un polyndme annulateur de A.
X3 —4X = X(X?—4) = X(X - 2)(X + 2), donc les seules valeurs propres possibles sont 0, 2 et -2.
On sait déja que 0 et 2 sont valeurs propres.

210

A+2l3= [2 2 2} C1—2C2+ C3=0donc A + 2I3 n'est pas inversible donc -2 est valeur propre.
012

A e M3(R) et A admet 3 valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable, et chaque sous-espace propre est
de dimension 1.

010 1
A=|2 0 2| C;-Cs=0donc un vecteurpropreest| 0 |.

010 -1
210 1 1
A—2|3:£2 -2 ZJ C1+2C2+C3=0 VPZ[ZJ A+2|3Z{'2J
01 -2 1 1

Comme chaque sous-espace propre est de dimension 1, ils forment chacun une base de leur sous-espace propre.

1 1 1
Donc { 0 } [2} et (2} forment une base de vecteurs propres de M3 1(IR).
-1/ \1 1

200 1 11
D'aprés la formule de changement de base, A = PDP avec D = [ 00 0] etP = [-2 0 2]
0 02
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