ECG?2 : Fiche applications linéaires

1. Applications linéaires

Définition :

Soient et Fdeux espaces vectorielsetf: € — .
f est une application linéaire si et seulement si :

, f(X +X°) = f(X) + f(X°)
VX, X’ e EVALelR, {f(kX) = 2(X)

_ si fest une application linéaire et si #= &, f est un endomorphisme
_ si fest une application linéaire bijective, f est un isomorphisme
_ si fest un endomorphisme et si f est bijective, f est un automorphisme.

Noyau, image : Soit f une application linéaire de & vers F.

_ Ker fest I’ensemble des antécédents de O par f. Ker f= {x € € /f(x) =0}
_Im f est I’ensemble des images de € par f. Im f={f(x), x € €}
Kerfestuns.e.v.de & Imfestuns.e.v. de F.

Propriété : Si 8 = (ey, ... , en) est une base de &, alors Im f = Vect((f(ev), ..., f(en)).

Propriété :  _ festinjective si et seulement si Ker f = {0}
_ festsurjective si et seulement si Imf= .

Théoréme du rang : si & de dimension finie, dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(&).
Propriéte :

Si f endomorphisme de € de dimension finie, alors
f injective < f surjective < f bijective

ECG2 : Année 2024-2025




2. Matrice d’un endomorphisme

Définition :

Soit f est un endomorphisme de et 8 = (e, ..., en) Une base de E.
On appelle matrice de f dans la base @ la matrice, notée Mg(f) qui contient en colonnes les coordonnées de
f(ei), ..., f(en) dans la base @ = (eu, ..., en).

Remarques :

_ Soitx € E. On pose y = f(x).

Sionnote X=Mg(X) Y =Mg(y) et A=Msg(f)alorsY =AX
_f=g9< Ms(f) = Mg(9)

_ Si f et g sont des endomorphismes de E et p un entier naturel,
Ma(ide) = In - Ma(g - f) = Ma(g) x Ma(f) Ma(f?) = (Ms(f)°

Définition :
Soit A € M (R). On appelle endomorphisme de ¢n1(R) canoniquement associé a A, I’endomorphisme
défini par : V X € #n1(RR), f(X) = A.X

Propriéte :
Soit f un endomorphisme de et A la matrice de f dans une base B de .
Alors f est bijective <> A est inversible. Dans ce cas, Mg(f') = A,
Rang d'un endomorphisme f de E = dim(Im(f))
=rang(A) si A = Mg(f), ol B est une base de E

Propriété : Formule de changement de base

Soit f un endomorphisme de & et B et @ deux bases de .
Si A=Mgf), A'=Mg (f) et P =Pg 4, alorsona:
A=PA’P!

Utilisations de A = PA'P:
_calcul de A :si A'inversible, alors A aussi (produit de matrices inversibles) et
Al=(PAPYT=(PHila-lpl=pa-ipl
_calcul de A" : si A=PAP! A"=PA"P,
_ résolution d'une équation matricielle : changement d'inconnue, avec N = PIMP (par exemple) :
Equation en M
avec N = PIMP
Equation en N
Résolution de I'équation en N (en général avec coefficients indéterminés)
Résultaten N
avec M = PNP1
Resultat en M
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