Révisions niveau 2 - Correction

1. Loi normale et méthode d'inversion

1. X — a(0,1) donc X admet pour densité la fonction fx(x) = \/% ex?2,
T

fx est continue sur R, donc Fx = ® est de classe C! sur R.
Donc ® est dérivable sur Ret V x € R, ®'(X) = % e*?2 >0
T
® est continue et strictement croissante sur R.
De plus, comme @ est une fonction de répartition, XILm d(x) =0, XIlrrg d(x) = 1.

Donc @ réalise une bijection de R sur ]0;1[.

2.V X € R, Fy(x) =P(V < x) = P(@(U) < x) = P(U < d(x)) (car ® est strictement croissante)

= Fu(@(x))
Or 0 < d(x) <1 donc Fy(®(x)) = O(x)
V X € R, Fy(x) = Fx(x). Donc V suit la méme loi que X.

oo 1 1. o 1 o
3.a)0<ap<1ldonc 0<2£2 donc-zg-zso 231—2<1.

On a vu que ® est continue et strictement croissante sur [0; + oof

®(0) = % et XILrpOCCI)(x) =letl- % e [1/2, 1] donc I'équation ®(x) =1 — % admet une unique solution Xo sur

[0; + oof.

b) P(|X| > to) =1 -P(X<t)=1-P(-to< X <th) =1— (®(to) - D(-to)) = 1 — (2D(to) — 1) = 2 — 2 (to)

— Qo) _
—2—2(1— Zj—oco.

2. Fonction indicatrice et espérance conditionnelle

1. 1a suit une loi de Bernoulli de paramétre P(1a = 1) = P(A). Donc E(1a) = P(A).

V(1a) = P(A)(1 - P(A)).

2.a)0x0=0,0x1=1,1x0=0,1x1=1 1a1s(Q2) = {0, 1}

Soitw € Q 1a(w)le(w) =1l la(w)=letlg(w) =l v cAetoeB<ocwoe AnB
< las(@)=1 doncla~s=1ax1B

b)SioeA la(®) =1 1a(@=0 sione A 1a@) =0 14 (0)=1.
Dans les deux cas, 1:(0)) =1-1a(w) donc 1a=1-1a

sime A
Osio ¢

) AUB =A N B donclaog=1-1aug =1-1ang =1-1als
=1-(1-1a)(1-18)=1-(1-1a—-1g+1alg)=1a+ 1 —1alg =1a+ 1 — la-s.

. : 1 1 NV T () = L
3)SimeA: (EA(X))((,O)—P(A) E(XlA)lA((D)-'-P(K) E(XlA)lA((D)—P(A) E(X1a)

1a(m)1a(w) =1 { A donc 1ala=1a  On voit également que 1al o =0

1

Sioe A : (Ea(X)(0) = ﬁ E(X1a)1a(0) + P(%) ECXL AL A () = | E(X1 ).
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i) Par linéarité : E(Ea(X)) = ﬁ E(X1a)E(1a) + >

L X1 ECR)
A)

L E(X1a)P(A) + —— E(X1 A )P(A ) = E(X1a) + E(X1 A ) = E(X(1a + 1 7)) = E(X).
“P(A) P(A)
Ou en utilisant le i) :
Valeurs prises 1 1
A E(X1a) —P( ~ E(X1a)
Probabilités P(A) P( A)

Donc E(EA(X)) = ﬁ E(XLA) x P(A) + %) E(X1A) x P(A ) = E(X1a) + E(X1 )

=E(X(1a+1 a)) = E(X).

iii) EA(X1a)
1 1 — 1 1
P(A) E(X1ala)la + PCA) E(X1al A )1 A P(A) E(X1a)la+ — A EQO)L A = PA) E(X1a)la
1 1
Et EA(X)1a = (P(A) E(X1a)la + — P(K) E(Xl A)la ]
1

E(X1 a)lala

1
P(A) E(X1a)lala + P(K)

1
“P(A)

E(X1a)1a + P(%) E(X1 A )0 === E(X1a)la donc Ea(X1a) = Ea(X)1a

F’(A)

3. Somme de VAR a densité
1) a) X et Y sont a valeurs dans [0; + «o[ donc Z = X + Y aussi. Donc fz est nulle sur ]- o;0[.

b) Rappel : fx(x) = fv(x) = { s o

f2(x) = SO fx(Ofv(x—)dt+ JX fx®Fv(x - thdt + [+ Fx(t)fv(x - t)at

sit<0 fx(t) =0 donc fx(t)fy(x —t) =0 donc f_ow fx()fy(x —t)dt=0

sit2x  x—t<0doncfy(x—t) =0donc [*= fx(t)fv(x — t)dt=0.

Donc fz(x) = [ fx(t)fv(x — t)dt

sio<t<x t>0etx—t>0 doncfz(x) = [Xae®a?*Vdt= [Xa’e™dt=a’e™(x - 0) = xa%e™

Donc fz(x) = { Olezé(';s(i) x>0

2) ) Rappel : fx(x) = fv(x) = { 1Os;ixxe< [00613 1

Le produit fx(t)fy(x —t) estnon nul quand 0 <t<let0<X-t<1(<-1<t-Xx<0<=x-1<t<x
b) X et Y sont a valeurs dans [0;1], donc Z = X + Y est a valeurs dans [0;2].

Donc fz(x) =0six<0oux>2,

_si0<x<1 x-1<0etx<1donc leproduitestnon nul quand 0 <t<x.

f2(x) = S fx®Ffv(x - tydt = X 1.1dt=x

_Si1<x<2 x—-1>0etx>1donc le produit est non nul quand x -1 <t<1.
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f2(x) = L1, IxOfv(x—tdt = [} 11dt=1.(1- (x-1))=2-x.

Conclusion :
Osix<O0etx>2

(f*g)(X):{XSiOSxﬁl
2-Xsil<x<2
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