Révisions niveau 2

1. Loi normale et méthode d'inversion

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale A{0,1). On rappelle qu'on note @ la fonction de

répartition de X.

1) Montrer que @ réalise une bijection de R sur un intervalle que I'on précisera.
2) Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur ]0;1[. On pose V = ®(U).
Montrer que V suit la méme loi que X.

3) a) Soit ag € ]0;1]. Montrer qu'il existe un unique to € [0; + oo tel que d(to) = 1 —%.
b) Montrer que P(| X| > to) = Q.
2. Fonction indicatrice d'un événement et espérance conditionnelle
Soit (Q, T, P) un espace probabilisé.

. L . e lsioeA
Soit A un événement. On note 1, la variable aléatoire définie par : 1,(®) = Osio ¢ A

1. Montrer que 1, admet une espérance et que E(1,) = P(A). Que vaut V(1) ?
2. Soit A et B deux événements.
a) Soit x € Q. Compléter le tableau suivant :

L4(¥) | 1p(X) | 1anp(X) | 14(X) x 15(X)

XeANB
XeANn B

xe A NB

xe ANnB
Que peut-on en déduire ?
b) Exprimer 1 en fonction de 1,. Simplifier 1, x 1, et 15 x 1.
c) En déduire que 1,5 =14 + 15 — 145.
(Remarque : On peut aussi montrer que min(1,,15) = 14,5 et max(1,, 15) = 1405.)
3. Soit A un événement tel que 0 < P(A) < 1.
Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs.
On définit la variable aleatoire Ea(X) par :

EA(X) = ﬁ E(X1,) 1, + ﬁ E(X15) 1

i) Soit » € Q. Que vaut (Ea(X))(@)sio e A?sio e A ?

ii) Montrer que E(Ea(X)) = E(X).
iif) Montrer que Ea(X1,) = Ea(X) 1,.
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3. Somme de VAR a densité

Rappel : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans IN.

Alors vk € N, P(X + Y =k) = ip(x: HP(Y = k—i).
i=0

On admet le résultat suivant :
Soit X et Y deux variables indépendantes de densité respectives fx et fy.

Alors Z = X + Y est une variable a densité, de densité la fonction fz définie par :

VX e R, fz(x) = 1= fx(t)fv(x - )dt.
(on dit que fz est le produit de convolution de fx et fy)

1) Soita > 0. Soit X et Y deux V.A.R. indépendantes qui suivent la loi #(a).
Onpose Z=X+Y.

a) Que vaut fz(x) pour x <0 ?

b) Soit x > 0. Montrer que fz(x) = [ fx(t)fv(x — t)dt.

En déduire I'expression de fz(x) en fonction de x.
3) Soit X et Y deux V.A.R. indépendantes qui suivent la loi uniforme U([0;1]).
SoitZ=X+Y.

a) Soit x € R ett € R. Montrer que fx(t)fv(x — t) est non nul si seulement si {

b) Déterminer une densité de Z.
On pourra étudier séparément lescasx < 0,0 <x <1,1<x <2,x> 2.
b) Tracer sa courbe représentative.

X—1<t<x
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