Soutien - Convergence - Correction

Exercice 1
1) Sn est la somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi ®(p).
Donc Sy —— ®(n,p). Donc E(Sn) =np  V(Sn) = np(1 - p) = n.c?

_1 21 _ _1 o’
2)Zo=2Sndonc E(Zo) =2 E@Sn) =p  V(Zn) =7 V(Sn) =

Zn admet une espérance et une variance, donc d’aprés 1’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

2
ve>0,P(|z0—E@2)| <¢) >1—V(Z”) P(Izo-pl<e)>1-2
2

2
P(8<Zn—p<£)>1— P(p - s<zn<p+s)>1—ngz

_ . G2 1
Avec ¢ = 2., on obtient : P(p — 26 < Z, <p + 20) > 1_n(2c5)2 P(p-26<Zy<p+20)> 1=
Exercice 2
1) a) Vx € R, Fy(x) = P(Y < x) = P(X?<x) _six<0 pasdesolutions Fy(x)=0

_six=0 Fy(x) =P(-\/x < X <4/x) = (/x) - D(-\/x) = D(/x) - (1 - D(/X)) = 20(/x) - 1

Sonc _{Osix<0
onc FY0) =1 o fx)— 1six >0

b) Fy est continue et de classe C* sur ]- oo;0[ (fonction constante) et sur ]JO; + oof (car ® et X \/;< sont de
classe C! sur ]0; + oo[).

EnO: lim0=0 lim 2<I)(\/;()— 1=2®d0)-1=2x i 1 =0 donc Fv est continue en 0, donc sur R.
Xx—0 x—0 2

Donc Y est une VAR a densité
Dérivée de ZCD(\/;() —1sur]o; + oo[ (dérivée d'une composée) :

{xq)((x) Tfm TTE p( ﬁj

0six<0
ex (-zjsix>0
Pl"2

\/— exp( j (attention : non définien Q1)
X

Donc une densité de Y est : fy(x) = {
21X

2)a) VX e R,Fz(xX) =P(Zn<Xx) = P(% < x) = P(Y < nx) = Fy(nx)

nx20<:>x20doncsixZOFZH(x):{(Z)qS)i()\(/Z_XO)—ls'XZO

b) six <0 lim Fz(x)= lim 0=0
six>0, lim+/nx=+oet lim ®(X)=1 donc lim Fzn(x)=2x1-1=1
0six<0

1six>0
Donc pour tout réel x non nul, nIirr+1 Fzn(X) = Fz(x). Donc (Zn) converge en loi vers Z — C(0).

Soit Z la variable aléatoire certaine égale a 0. Alors Fz(x) = { (continue sur IR sauf en 0).

A . X X A :
¢) De la méme maniére, V X € R, Fzn(X) = Fv(ﬁ) n est du méme signe de x donc :

Fza(X) = { 2 CD(\@— 15ix>0

0six<0
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Donc V x <0, nllrg Fzn(X) = nIL”J 0=0

Par contre, V x > 0, Xllrgw\/% =0donc nlirpw Fzn(X) = 20(0) - 1 =0. Donc V x € R, nlirrjw Fzn(X) = 0.

Si (Z’») converge en loi vers une variable aléatoire Y, alors V X € R, Fy(x) = 0.
Impossible car Xlirg Fv(x) = 1. Donc (Z’n) ne converge pas en loi.

Exercice 3
1.a) V X € R, Fmn(X) = P(Mn £ X) = P((X1 £ X)N..."(Xn £ X))
=P(X1<X) x ... xP(Xn<Xx)  (par indépendance)
(1-e2)six>0

= P(X1 < X)" (méme loi) = Fx1(x)" Donc Fun(X) = { 0six<0

B) ¥ X € R, Fyn(x) = P(2Mn — In(n) < X) = P(2Mn < x + In(m) = P My < X510 = X0
XM 5 6 s x+ In(n) 2 0 < x > - In(n)

_six>-1In(n) %ﬂl >0 donc Fyn(x) = FMn(mmj = (1 —&Xp ( 2 %@Dn

2
o -X \Nn -\ N
— (] e In(n))n — (] Ien(n)) ( e)j

_six<-In(n) %ﬂl <0 donc Fwn(x) = Fw(%m) =0

e\ .
Donc Fyn(X) = { (1_ nxj six 2 - In(n) X>-In(n) < -x<In(n) < e*<non>e*
0six<-In(n)

X ) _ e\ e
Dés que n > e FYn(x)—(l—Fx) -exp(nxln(l—%))

) X e ex e
I|m-—:0doncln(1——x)~+w-— nxln(l—:)~+w-e'x
n n n n

n > +o
Donc nllrrjw n x In(l - % =-e* donc nllrr)w Fyn(X) = exp(-e™) = Fy(x). Donc (Yx) converge en loi vers Y.
2. a) Zn est une somme de variables aléatoires indépendantes qui admettent une méme espérance et une
méme variance, donc, d’apreés la loi faible des grands nombres, % est proche de cette espérance pour n trés

grand. Donc % est proche de % Donc Z1000 est proche de 500.

b) Zn est une somme de n VAR indépendantes, de méme loi, qui admettent une espérance et une variance.
Zn—E(Z

°2 converge en loi vers une variable Z qui suit
G(Zn)

Donc d’apres le théoreme de la limite centrée, Zn* =

la loi MO0,1).
Par linéarité, E(Z,) = E(X1) + ... + E(Xn) = n/2.

Par independance, V(Zn) = V(X1) + ... + V(Xn) = 2 donc o(Zn) = 5?

Donc Zn*:%( nﬂj. Donc P(Zn>ﬂ+5@j= P( ngzﬁj: P(Z*>1)

2 2 2 2

Donc lim (zn > g + lﬁj = lim P(Z*>1)=P(Y >1)=1- ®(1) ~ 10,8413 ~ 0,1587

N — +o 2 n— +oo
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